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Umformung von Grammatiken

e Startsymbol nur links
Ist das bei einer Grammatik nicht gegeben, kann man es wie folgt erreichen:
— Fiihre ein neues Startsymbol S, ein
— Fiige die Regel S,y — S hinzu.

e Keine nutzlose Symbole

-
Theorem (cf-Grammatik ohne nutzlose Symbole)

Ist G = (V, T, R, S) eine cf-Grammatik mit L(G) # 0,
dann existiert eine cf-Grammatik G’ = (V/, T/, R’, S’) mit:

e G’ ist dquivalent zu G.

e Jedes x € (V U T) ist erreichbar und co-erreichbar.




Normalform fiir Regeln

r N
Theorem (Normalform)

Zu jeder Grammatik G (beliebigen Typs) existiert eine dquivalente Grammatik G’,
bei der fiir alle Regeln P — Q € R’ gilt:

e Q € V™ und P beliebig
e Q&€ Tund PV

Fiir alle Typen auBer den linearen hat G’ denselben Typ wie G.
- J

Beweis: Fiir jedes t € T erzeuge man eine neue Variable V4.
o V =VU{V,|teT}

e R’ entsteht aus R, indem fiir jede Regel P — Q € R in Q alle Vorkommen
eines Terminals t durch die zugehoérige Variable V; ersetzt werden. AuBerdem
enthilt R’ fiir jedes t € T eine neue Regel V; — t.



Elimination von =-Regeln

Idee: Variablen, aus denen £ ableitbar ist, sollten eliminiert werden



Elimination von =-Regeln

Idee: Variablen, aus denen £ ableitbar ist, sollten eliminiert werden

a R

Definition (e-Regel, nullbare Variablen)
Eine Regel der Form P — ¢ (P eine Variable) heiBt e-Regel.

Eine Variable A heiBBt nullbar, falls A —>* ¢

. J

p
Theorem (e-Regeln sind eliminierbar)

Zu jeder cf-Grammatik G existiert eine dquivalente cf~-Grammatik G’

e ohne e-Regeln und nullbare Variablen,
falls e € L(G),

e mit der einzigen e-Regel S — ¢ und der einzigen nullbaren Variablen S,
falls e € L(G) und S das Startsymbol ist.




Elimination von =-Regeln

Algorithmus zur Berechnung der nullbaren Variablen

Input: Grammatik G = (V, T,R,S) S 0.B.d.A. in keiner Regel rechts
Output: nullbare Variablen
Alt := ()

Neu:={AcV |A—e€R}
while Alt £ Neu
{ Alt:= Neu
fir alle (P — Q) € R do
{ fFQR=A1...A, and A; € Neu fiir 1 <i < nand P & Neu,
then Neu := Neu U {P}

output Neu



Elimination von =-Regeln

Beweis (Forts.)

Ausgangsgrammatik G habe die Normalform, bei der fiir jede Regel P — Q:
Qe V*¥oderQeT.

Fiir jede Regel P — A; ... A, generiere alle moglichen Kombinationen
P— oi...qap
mit
o «a; € {¢,A;} falls A; nullbar

o o, = A; falls A; nicht nullbar

Dann
e Fiige alle diese neuen Regeln zur Grammatik hinzu

e Entferne alle Regeln der Form A - e mit A# S



Elimination von =-Regeln

Beweis ((Forts.)

Zu zeigen:
Fiir die neue Grammatik G’ gilt: L(G’) = L(G)

Vorgehen:

e G hat die Normalform:

Fiir jede Regel P — Q gilt Q € V* oder Q € T.
e Wir beweisen die etwas starkere Behauptung
firalle Ae V firallew e (VUT)* —{e}

((A —¥ w) gdw (A :>z, w)),

e Daraus folgt sofort L(G’) = L(G).



Elimination von =-Regeln

Beweis (Forts.)

"=" letzte Vorlesung.

"<" Wir zeigen: Aus A :>2, w folgt A :>"G‘ w (Induktion iiber Lange

einer Ableitung von A nach w in G’):

Induktionsanfang: Linge = 0. Dann ist w = A, und A =7 A gilt

immer.

Induktionsschritt: Es gelte fiir alle Ableitungen A :>"G<, w einer
Lange von hochstens n, dass A :>Z w.
Ist A :>2, w eine Ableitung der Lange n + 1, so gibt es ein /,
Worter wy, ..., wp und Variablen A¢,..., Ay mit A — ./ Al... Ay
—* w = wy...wyp. Es gilt jeweils A; :>2, w; in hochstens n

GI

Schritten, und w; # ¢.
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Elimination von =-Regeln

Beweis (Forts.)

Nach der Induktionsvoraussetzung folgt daraus:
e fiir die Originalgrammatik G gibt es Ableitungen A; =7 w;
e damit gibt es auch eine Ableitung A; ... Ay =7 w.

Da es in G’ eine Ableitung A —> ., A1...Ag gibt, gibt es in R’ eine Regel
A— Ap...As. Wie ist diese Regel aus R entstanden?
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Elimination von =-Regeln

Beweis (Forts.)

Nach der Induktionsvoraussetzung folgt daraus:
e fiir die Originalgrammatik G gibt es Ableitungen A; =7 w;
e damit gibt es auch eine Ableitung A; ... Ay =7 w.

Da es in G’ eine Ableitung A —> ., A1...Ag gibt, gibt es in R’ eine Regel
A — A1...As. Wie ist diese Regel aus R entstanden?

Eine Regel in R’ entsteht aus einer Regel in R, indem einige nullbare
Variablen gestrichen werden. Es gab also in G nullbare Variablen B; bis By,

so dass R die Regel
A— AL . Ay BilAy41... A, By .. . AmBmAmy1 .. Ag

enthilt. (m kann auch 0 sein, dann war die Regel selbst schon in R.)
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Elimination von =-Regeln

Beweis (Forts.)

Also gilt in G:

A —c Al... Agl BlAgﬁ_l e Ag2 B> ... AmBmAm+1 LAY

:>Z A1...Ag1Ag1_|_1...Ag2...AmAm+1...Ag :>Z w

da ja Bj = ¢ mdglich ist. O
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Elimination von =-Regeln

7

\

Korollar.
L C Ly

Das heiBt, jede kontextfreie Sprache ist auch kontextsensitiv
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Elimination von =-Regeln

( Y

Korollar.
L, C L

Das heiB3t, jede kontextfreie Sprache ist auch kontextsensitiv

\ v

Beweis. Regeln einer kontextsensitiven Grammatik miissen folgende Form
haben:

e entweder uAv — uav

mit u,v,a € (VUT)*, || >1, A€V

e oder S — ¢

und S kommt in keiner Regelconclusio vor.

Diesen Bedingungen geniigt die kontextfreie Grammatik nach Elimination
der e-Regeln.

15



Elimination von Kettenproduktionen
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Elimination von Kettenproduktionen

r

.

Definition. Eine Regel der Form
A— B mit A, BeV

heiBt Kettenproduktion.

s

Theorem. (Kettenproduktionen sind eliminierbar)
Zu jeder cf-Grammatik existiert eine dquivalente cf-Grammatik ohne Ket-

tenproduktionen.
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Elimination von Kettenproduktionen

Bewels.

Sei G = (V, T,R,S) eine kontextfreie Grammatik
ohne e-Regeln, auBer ggf. S — «.

Konstruiere neue Grammatik wie folgt:

1. Fir alle
e Variablenpaare A BeV, A#*B mitA—*B
¢ Regeln B—a€e R, a¢gV

flige zu R hinzu:
A— «

2. Losche alle Kettenproduktionen
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Normalform fur cf-Grammatiken

-

Theorem. Zu jeder cf-Grammatik existiert eine dquivalente cf-Grammatik

e ohne e-Regeln
(bis auf S — ¢, falls € zur Sprache gehort;
in diesem Fall darf S in keiner Regelconclusio vorkommen),

e ohne nutzlose Symbole,

e ohne Kettenproduktionen,

e so dass fiir jede Regel P — Q@ gilt: entweder Q € V* oder Q € T.

~N

_J
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Normalform fur cf-Grammatiken

Bewels.

1.

Man teste zunachst, ob S nullbar ist. Falls ja, dann verwende man
Sneu als neues Startsymbol und fiige die Regeln Spey — S | € zum
Regelsatz hinzu.

Man eliminiere nutzlose Symbole.
Man eliminiere alle e-Regeln auBer S, — €.

Man bringe die Grammatik in die Normalform,
bei der fiir jede Regel P — Q gilt: entweder Q@ € V* oder Q € T.

Man eliminiere Kettenproduktionen.

Zum Schluss eliminiere man noch einmal alle nutzlosen Symbole
(wg. Schritt 3)
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Normalformen

Unterschied: Grammatiktypen und Normalformen

Gemeinsamkeit: Sowohl Grammatiktypen als auch Normalformen
schranken die Form von Grammatikregeln ein.
Unterschied:

e Grammatiktypen (rechtslinear, kontextfrei usw.)
fiihren zu unterschiedlichen Sprachklassen

e Normalformen fiihren zu
den selben Sprachklassen

21



Normalformen

Wozu dann Normalformen?

e Weniger Fallunterscheidungen bei Algorithmen,
die mit Grammatiken arbeiten.

e Struktur von Grammatiken einfacher zu “durchschauen”
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Normalformen

Wozu dann Normalformen?

e Weniger Fallunterscheidungen bei Algorithmen,
die mit Grammatiken arbeiten.

e Struktur von Grammatiken einfacher zu ,,durchschauen®

Zwei Normalformen
Chomsky-Normalform: Baut auf den Umformungen des vorigen Teils auf.

Greibach-Normalform: Ahnlich den rechtslinearen Grammatiken.
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Chomsky-Normalform

-
Definition. Eine cf-Grammatik G = (V, T, R, S) ist in Chomsky-
Normalform (CNF), wenn gilt:

e G hat nur Regeln der Form

A—BC mitAB,C¢€ V und
A— a mtAeV,aeT (nicht g!)

e Ist ¢ € L(G), so darf G zusatzlich die Regel S — ¢ enthalten.
In diesem Fall darf S in keiner Regelconclusio vorkommen.

e G enthilt keine nutzlosen Symbole.

.
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Chomsky-Normalform

Theorem. Zu jeder cf-Grammatik existiert eine dquivalente cf-Grammatik
in Chomsky-Normalform.
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Chomsky-Normalform

Theorem. Zu jeder cf-Grammatik existiert eine dquivalente cf-Grammatik
in Chomsky-Normalform.

Bewels.

Schritt 1: Wende auf G die Umformungen des letzten Abschnitts an.

Ergebnis:
e G hat keine nutzlosen Symbole

e Alle Regeln haben die Form

. A—amitAe Vund ae V" |al > 2, und
2 A—amtAcV, ac T
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Chomsky-Normalform

Beweis (Forts.)

Schritt 2: Regeln so umformen, dass keine Conclusio eine Lange groBer 2

hat.
Ersetze jede Regel

A—A...AomtAA e€V,n>3
durch:

A — A1C1
C1 — A2C2

Cn—2 — An—lAn
Dabei sind die C; neue Variablen in V.

[
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Greibach-Normalform

-

.

Definition.
Eine cf-Grammatik G = (V, T, R, S) ist in Greibach-Normalform
(GNF), wenn gilt:

e G hat nur Regeln der Form

A—-aamtAeVundaé€e T und € V*

e Ist ¢ € L(G), so darf G zusatzlich die Regel S — ¢ enthalten.
In diesem Fall darf S in keiner Regelconclusio vorkommen.

e G enthilt keine nutzlosen Symbole.
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Pumping-Lemma fiir kontextfreie Sprachen
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Wiederholung

Theorem (Pumping-Lemma fiir L3-Sprachen)
Sei L € RAT.
Dann existiert ein n € N, so dass:

Fiir alle
x€eL mit |x|>n

existiert eine Zerlegung

X = Uvw uv,w e x"
mit
o |v|>1
o |v|<n

o uv"w e L firalle meN

\
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Pumping-Lemma fiir kontextfreie Sprachen

Theorem (Pumping-Lemma fiir kontextfreie Sprachen)
Sei L kontextfrei.
Dann existiert ein n € N, so dass:

Fiir alle
zel mit |z| > n

existiert eine Zerlegung
Z = UVWXYy u,v,w,x,y € "

mit
o |vx| >1
o |vwx| <n

o uv"wx"y € L fiiralle me N

\_
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Pumping-Lemma fiir kontextfreie Sprachen

Beweisidee:

Bei der Ableitung eines hinreichend langen Wortes muss es eine Variable
geben, die mehr als einmal auftaucht.

Dies fiihrt zu einer Schleife in der Ableitung, die aufgepumpt werden kann.
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Pumping-Lemma fiir kontextfreie Sprachen

Beweisidee:
p Gegeben: Wort ze L
mit |4 =n

" h Ableitungsbaum T fur z
mit Hohe h =N

Erzeugen von uv®wx%  Erzeugen von uviwxty

33



Pumping-Lemma fiir kontextfreie Sprachen

Anwendung des Pumping-Lemmas fiir cf-Sprachen

Wenn das cf-Pumping-Lemma fiir eine Sprache nicht gilt,

dann kann sie nicht kontextfrei sein.
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Pumping-Lemma fiir kontextfreie Sprachen

Anwendung des Pumping-Lemmas fiir cf-Sprachen

Wenn das cf-Pumping-Lemma fiir eine Sprache nicht gilt,
dann kann sie nicht kontextfrei sein.

Beispiel (Sprachen, die nicht kontextfrei sind)

Fiir folgende Sprachen kann man mit Hilfe des cf-Pumping-Lemmas zeigen,
dass sie nicht kontextfrei sind:

e {a | pprim}
o {a"b"c" | ne N}
o {zzz | z€ {a, b}*}.

35



Pumping-Lemma fiir kontextfreie Sprachen

L1 = {aP | p prim} ist nicht kontextfrei.

Beweis: Wir nehmen an, L; sei kontextfrei.
Sei dann n die zugehorige Konstante aus dem Pumping-Lemma.
Wir betrachten das Wort z = a°, wobei p prim und p > n + 2.

Es muss dann eine Zerlegung z = uvwxy geben, so dass:
lvx| > 1, |vwx| <n, wv'wx'y € L firallei > 0.

Dann u:ail,v:ai2,W:ai3,x:ai4,y:ai5 mit
® h+i+i3+ia+is=p
e h+ip2>1 bHh+i+ip<n
® i1+ mir + i3 + mig + is prim fiir alle m > 0.

Seim=1i + i3+ is. Dann kann iy + mip + i3 + mig +is = (i + i3 + is)(1 4+ i» + ia)
nicht primsein,daiin +i3+is=p—(b+iz) >p—n>2und 1+ i+ isg > 2.

Also uv™wx™y & L. Widerspruch.

Also kann L; nicht kontextfrei sein.



Pumping-Lemma fiir kontextfreie Sprachen

Lo ={a"b"c™ | m & N} ist nicht kontextfrei

Beweis:

Wir nehmen an, L> sei kontextfrei.

Sei dann n die zugehoérige Konstante aus dem Pumping-Lemma.
Wir betrachten das Wort z = a"b"c".

Es muss dann eine Zerlegung z = uvwxy geben, so dass:
lvx| > 1,  |vwx| <n, w'wx'y € L, fiir alle i > 0.

Da |vwx| < n, enth3lt das Wort vwx hdchstens zwei verschiedene
Buchstaben.

2

Da |vx| > 1, kann uv?wx?y nicht von allen drei Buchstaben gleich viele

enthalten.

Also kann L> nicht kontextfrei sein.
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Pumping-Lemma fiir kontextfreie Sprachen

L3 ={zzz | z € {a, b}*} ist nicht kontextfrei.

Beweis: Wir nehmen an, L3 sei kontextfrei. Sei dann n die zugehorige Konstante aus
dem Pumping-Lemma.

Wir betrachten das Wort z = a"ba" ba"b.

Es muss dann eine Zerlegung z = uvwxy geben, so dass:
lvx| > 1, |vwx| < n, wuv'wx'y € Lz firallei > 0.

Da |vwx| < n, enthidlt das Wort vwx hdchstens ein b.

Fall 1: vwx = a*. Dann wird durch aufpumpen von v, x eine a Sequenz langer als die

anderen, so uv?wx’y ¢ Ls.

Fall 2: vwx = a*ba™.

Fall 2.1: b kommt nicht in v oder x vor. Dann sind in uv?

2wx’y & Ls.
0

wx?y
zwei a Sequenzen langer als die dritte, so uv

Fall 2.2: b kommt in v oder x vor. Dann enthilt uv®wx’y nur zwei

b's, d.h. uwxly & L.

Also kann L3z nicht kontextfrei sein.
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