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Bis jetzt

PDA (Definition)
Ein PDA M kann auf zwei verschiedene Arten eine Sprache
akzeptieren:
— liber finale Zustande
— Uber leeren Keller
Le(M), Li(M)
Zu jedem PDA M; existiert ein PDA My mit Lf(M;1) = L(M>)

Zu jedem PDA M existiert ein PDA My mit Lj(Mj1) = Lf(M>)



Gleichmachtigkeit: PDAs und cf-Grammatiken

Theorem (PDA akzeptieren L,)
Die Klasse der PDA-akzeptierten Sprachen ist L.

Beweis Dazu beweisen wir die folgenden zwei Lemmata, die zusammen die
Aussage des Satzes ergeben.

~

Lemma (cf-Grammatik — PDA)
Zu jeder kontextfreien Grammatik G gibt es einen PDA M mit

L(M) = L(G)

\

e

Lemma (PDA — cf-Grammatik)
Zu jedem Push-Down-Automaten M gibt es eine kontextfreie Grammatik G mit

L(G) = L(M)




Gleichmachtigkeit: PDAs und cf-Grammatiken

( )

Lemma (cf-Grammatik — PDA) Zu jeder kontextfreien Grammatik G
gibt es einen PDA M mit

L(M) = L(G)
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Beweis: letzte Vorlesung.



Gleichmachtigkeit: PDAs und cf-Grammatiken

s

Lemma (PDA — cf-Grammatik) Zu jedem Push-Down-Automaten M
gibt es eine kontextfreie Grammatik G mit

L(G) = L(M)

~

Beweis

Sei M ein PDA, der eine Sprache L iiber leeren Keller akzeptiert.

Wir konstruieren aus dem Regelsatz von M eine kontextfreie Grammatik,

die L erzeugt.



Gleichmachtigkeit: PDAs und cf-Grammatiken

Beweis (Forts.)
|dee:

Die Variablen der Grammatik sind 3-Tupel der Form

[q. A, p]

Bedeutung:
Grammatik kann Wort x aus Variablen [q, A, p] ableiten

gdw

M kann vom Zustand g in den Zustand p iibergehen,
dabei A vom Keller entfernen (sonst den Keller unverdnder lassen) und

das Wort x lesen:

(lg.A p] ="* x) gdw ((g,x, Ay) F* (p,e,7))



Gleichmachtigkeit: PDAs und cf-Grammatiken

Beweis (Forts.)
Formale Konstruktion:
Sei
M= (K, L, A sy, 2y, F)
ein PDA.

Daraus konstruiert man die Grammatik
G=(V,T,R,S)
mit
V. ={lq,ApllapeK AcT}U{S}
T :=2

und ...



Gleichmachtigkeit: PDAs und cf-Grammatiken

Beweis (Forts.)
... folgenden Regeln in R:
o S — [sp, 2p,q] fir alle g € K,
® [q,A gmyi1] — alq1, B1, q2][g2, B2, g3] - . . [am, Bm, Gm+1]

fiir jeden A-Ubergang (g, a, A) A (g1, By ... Bm) und
fir jede beliebige Kombination g2,...,gm+1 € K,

e [g,A q1] — a
fiir jeden A-Ubergang (q,a, A) A (g1, €)
Dabei ist a € X U {e}.
Siehe Buch fiir Beweis, dass die Konstruktion das gewiinschte Ergebnis liefert:
(lq. A p] =" x) gdw ((g.x,A) " (p, &, €))

woraus sofort Ly(M) = L(G) folgt.



Gleichmachtigkeit: PDAs und cf-Grammatiken

Beispiel
Sprache:
L., = {a”b” | n c N}

L,p wird liber leeren Keller akzeptiert von dem PDA

./\/l = ({So, 51}, {a, b}, {Zo, A}, 50, Zo, @)

mit den Regeln

(s0,e,2Zp) A (sp,¢)
(s0,a, Zo) A (so, A)
(so,a, A) A (sg, AA)
(so, b,A) A (s1,¢)
(s1,b,A) A (s1,¢)

L o



Gleichmachtigkeit: PDAs und cf-Grammatiken

Beispiel (Forts.)

Die Transformation ergibt folgende Grammatik-Regeln:

S —  [s0, 2o, s0] | [s0, 2o, s1]
1. [s0, Zo,s0] — €
2. [s0,Z0,50] — a[so, A, so]
[s0, Z0,s1] — a[so, A, si1]
3 [s0, A, so] — a[so, A, so][so, A, so]
[s0, A, s0] —  a[so, A, s1][s1, A, so]
[s0, A, s1]  —  a[so, A, so][s0, A, s1]
[s0, A, s1] —  a[so, A, s1][s1, A, si1]
[s0, A, s1] — b
[s1,A,s1] — b



Gleichmachtigkeit: PDAs und cf-Grammatiken

Beispiel (Forts.)

Lesbarer haben wir damit folgende Grammatik:

A|B

aC | e

aD
aCC | aDE
aCD | aDF | b
b

mT O O W > n
L E s Ll

Man sieht jetzt:
e Variable E ist nutzlos, und damit auch die Variable C.

e Die Grammatik enthilt Kettenproduktionen und nullbare Variablen.
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Gleichmachtigkeit: PDAs und cf-Grammatiken

Beispiel (Forts.)

Nach Entfernung der iiberfliissigen Elemente:

S — e¢l|aD
D — aDF | b
F — b

Mit dieser Grammatik kann man z.B. folgende Ableitung ausfiihren:

S — aD — aaDF — aaaDFF —> aaabFF
—> gaabbF —> aaabbb
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Abschlusseigenschaften
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Abschlusseigenschaften

(

Theorem (Abschlusseigenschaften von Lj)
L, ist abgeschlossen gegen:

e \ereinigung U
e Konkatenation o

e Kleene-Stern *
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Abschlusseigenschaften

-
Theorem (Abschlusseigenschaften von L))

L, ist abgeschlossen gegen:
e \ereinigung U

e Konkatenation o

*

e Kleene-Stern

Bewelis

Seien
G =(Vi, Ti,Ri,Si) (i €41,2})

zwei cf-Grammatiken mit Vi N Vo = 0.
Sei
L = L(G))



Abschlusseigenschaften

Beweis (Forts.)
zu U:
(ViU Vo U{Sneu}, T1 U T2, R UR U{Spes — S1 | S2}, Snew)
erzeugt gerade L1 U L»
Zu o:
(ViU VoU{Speu}, T1 U T2, Ri U Ry U{Spe — S152}, Snew)
erzeugt gerade L; o Lo

ZUu

(Vl U {Sneu}; le Rl U {Sneu — Slsneu | 5}, Sneu)

erzeugt gerade L7. O
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Abschlusseigenschaften

f

Theorem (Abschlusseigenschaften von Lj)
L, ist nicht abgeschlossen gegen:

e Durchschnitt N

e Komplement —
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Abschlusseigenschaften

Beweis Zu,N":
Ly = {a"b"c™ | n,meN}
L, = {a"b"c" | n,me N}
wird erzeugt von G; = ({S,S’, T},{a, b, c}, R;, S) mit
Ry = { S—S'T
S’—aS’b | ab
T—cT | ¢}
Ry = { S—TS’
S’—bS’c | bc
T—aT | a}

Sowohl L; als auch Lj sind cf, nicht aber L1 N Ly, = {a"b"c" | n € N}.



Abschlusseigenschaften

Beweis Zu , —":

Angenommen, Lo ware abgeschlossen gegen —.

Wegen
LiNL, = —I(—ILl U —|L2)

ware L> dann auch abgeschlossen gegen N — Widerspruch

[
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Wortprobleme
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Wortprobleme

Problem

Gegeben:

Frage:

eine cf-Grammatik G, so dass L(G)
eine Sprache ist iliber X, und ein

Wort w € X~
Ist w € L(G)?
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Wortproblem

Losung des Wortproblems fiir L3

Gegeben eine rechtslineare Grammatik G, so dass L(G) eine Sprache ist
uber >, und ein Wort w € >*.

e Konstruiere aus G einen e-NDEA A;.
e Konstruiere aus A; einen NDEA As.
e Konstruiere aus A einen DEA As.

e Probiere aus, ob A3 das Wort w akzeptiert.

Dazu braucht der Automat A3 genau |w| Schritte.
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Wortproblem

Das Wortproblem fiir L

Zu jeder cf-Grammatik G kann man einen PDA konstruieren

Aber ein Pushdown-Automat kann e-Uberginge machen, in denen er

das Wort nicht weiter liest.

Wie kann man dann garantieren, dass der Automat in endlich vielen
Schritten das Wort w zu Ende gelesen hat?

Deshalb: verwende anderes Verfahren:
Cocke-Younger-Kasami-Algorithmus (CYK-Algorithmus)
Auch: Chart-Parsing

24



Chart-Parsing

Gegeben: Ein Wort

Idee
e Prinzip der dynamischen Programmierung

e 1.: Ermittle woraus sich die einstelligen Teilworte ableiten lassen
2.: Ermittle woraus sich die zweistelligen Teilworte ableiten lassen

n.: Ermittle woraus sich die n-stelligen Teilworte (w selbst) ableiten

lassen

25



Chart-Parsing

Beispiel: Die Grammatik G = ({S},{a, b}, R, S) mit
R={S—>aSa | bSb | aa | bb }
erzeugt die Sprache {w” | v € {a, b} 1}

Betrachten wir das Wort w = abbaabba.

Was sind mogliche letzte Schritte von Ableitungen, die zu w gefiihrt
haben konnen?

Wir merken uns alle moéglichen einzelnen Ableitungsschritte in einer
Chart, um Mehrfacharbeit zu vermeiden.

Wenn das Wort w in der Sprache L(G) ist,
enthalt am Ende der Chart eine mit S markierte Kante, die vom ersten
bis zum letzten Knoten reicht.
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Chart-Parsing

Beispiel (Forts.)
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Chart-Parsing

Beispiel (Forts.)
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Chart-Parsing

Beispiel (Forts.)
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Chart-Parsing

Beispiel (Forts.)
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Chart-Parsing

Beispiel (Forts.)
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Chart-Parsing

Beispiel (Forts.)
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Chart-Parsing

Zur Vereinfachung

Wir fordern: Grammatik ist in Chomsky-Normalform

Dann:

Immer nur zwei benachbarte Kanten betrachten, um herauszufinden, ob
dariiber eine neue Kante eingefiigt werden kann.
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Chart-Parsing

Beispiel (Forts.) Grammatik in CNF, die dieselbe Sprache wie oben erzeugt:
G =({S, 5., S, A B}, {a, b}, R, S} mit

R={ S—AS,| BS, | AA | BB
S, — SA
S, — SB
A— a
B — b}
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Chart-Parsing

Darstellung als Array

Fiir eine Kante, die den /. bis j. Buchstaben iiberspannt und mit A markiert

ist, steht im [/, j]-Element des Arrays die Eintragung A.

( Definition (M * N)
Sei L = L(G) kontextfrei, und G = (V, T, R, S) in Chomsky-Normalform.
Mit M, N C V sei

MxN:={AecV |IBe M,ICe N: A— BCec R}

2
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Chart-Parsing

( Definition (w;j, Vi)
Seiw=2a1...ap mit a; € X.
Dann:

® w;; := a;...a; ist das Fragment von w vom i-ten bis zum j-ten
Buchstaben

° V,J = {AE 74 | A:>Z W,'J}

\_

36



Chart-Parsing

Sei w =a;...an, a; € X, d.h. |w| = n. Dann gilt:

1. Vii={A€eV|A— a € R}

k—1
2. Vi = U \/;,j*\/j+1,kfijr1§i<k§n
Jj=i

Beachte:

Die Grammatik muss in Chomsky-Normalform sein!
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Chart-Parsing

Bewels.

1. Vii={AeV]|A=%a}={A€V|A—a €R} daGinCNF
ISt.
AcV, mitl<i<k<n
gdw A:>Za,-...ak
gdw 3Jj, i<j<k: 3dB,Ce€V:A— BC, und
- B=7 wj;#e
und C =% wj1x 7 € (da G in CNF ist)
gdw dj, i<j<k: dB,CeV:A— BC
~ und Be Vijund C € Vi1«
2. gdw dj, i<j<k:AcVii*x Vi,



