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Bis jetzt

S

o

Terminologie

Endliche Automaten und regulare Sprachen
Kellerautomaten und kontextfreie Sprachen
Turingmaschinen und rekursiv aufzahlbare Sprachen
Berechenbarkeit, (Un-)Entscheidbarkeit

Komplexitatsklassen P und NP



Bis jetzt

Alphabete, Worter
— Operationen auf Wortern
Konkatenation, i-te Potenz, Reverse
Sprache
— Operationen auf Sprachen
Konkatenation, i-te Potenz, Reverse, Kleene-Hiille

Regulare Ausdriicke

Grammatiken
— Ableitung

— Die von einer Grammatik erzeugte Sprache.



Grammatik

Menge von Regeln, mit deren Hilfe man Worter ableiten kann

Definition. Eine Grammatik G iiber einem Alphabet X ist ein Tupel

G = (V,T,R,S)

Dabei ist
e V eine endliche Menge von Variablen
e T C X eine endliche Menge von Terminalen mit VN T = ()
e R eine endliche Menge von Regeln

e S € V das Startsymbol

Konvention (meistens)
e Variablen als GroBbuchstaben

e Terminale als Kleinbuchstaben




Rechnung einer Grammatik

Eine Regel ist ein Element (P, Q) € ((VUT)* V(VUT)") x (VUT)".
e P und Q sind Woérter iiber (VU T)
e P muss mindestens eine Variable enthalten
e ( ist beliebig

Schreibweise: P —¢ Q, P — Q (P: Préamisse, Q: Conclusio )

Ableitung, Rechnung.

o w—_ w’ (,w geht iiber in w’") falls

du,ve (VUT)"IP - QER (W:quund W':uQv)

o w=>7 w’ falls es Wérter wy, ..., w, € (VU T)* (n > 0) gibt mit
- w=w
- Wm=w’
- W = Wit1 fir0<i<n



Erzeugte Sprache, Aquivalenz

Definition (Erzeugte Sprache) Gegeben: Eine Grammatik G

Die von G erzeugte Sprache L(G) ist die Menge aller terminalen Wérter,
die durch G vom Startsymbol S aus erzeugt werden kdnnen:

L(G) = {weT"|S=] w}

Definition (Aquivalenz)
Zwei Grammatiken Gi, G> heiBen aquivalent gdw

L(G1) = L(G2)



Beispiel: Dycksprache

Definition (Dycksprache)

Gegeben:
- keN

- Yr:={x1,X1,x2..., Xk, Xk} ein Alphabet mit 2k Symbolen



Beispiel: Dycksprache

Definition (Dycksprache)

Gegeben:
- keN

- Y :={x1,Xx1,x2..., Xk, Xk} ein Alphabet mit 2k Symbolen

Die Dycksprache D, ist die kleinste Menge die folgende Bedingungen erfiillt:

1. e € Dy,

2. Falls w € Dy, so auch x;wXx;.

3. Falls u, v € Dy, so auch uv.



Beispiel: Dycksprache

Definition (Dycksprache)

Gegeben:
- keN

- Y :={x1,X1,x2..., Xk, X¢} ein Alphabet mit 2k Symbolen

Die Dycksprache D, ist die kleinste Menge die folgende Bedingungen erfiillt:

1. e € Dy,

2. Falls w € Dy, so auch x;wx;.

3. Falls u, v € Dy, so auch uv.

Interpretiert man die x; als 6ffnende, die Xx; als zugehorige schlieBende
Klammern, so kann man die Dycksprache als die Menge aller korrekten

Klammerausdriicke sehen.



Beispiel: Dycksprache

k =2
Yo:={[LL()}
o [[ONIO] € D
e (D] & D2
e ))& D>
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Beispiel: Dycksprache

Definition (Dycksprache)
Gegeben:
— keN, X ={x1,x1,x2..., Xk, Xk} ein Alphabet mit 2k Symbolen
Die Dycksprache D, ist die kleinste Menge die folgende Bedingungen erfiillt:
1. € € Dy,
2. Falls w € Dy, so auch x;wx;.

3. Falls u, v € Dy, so auch uv.

Grammatik G = ({S}, {x1,. X1, %2 ..., Xk, Xk }, R, S) mit L(G) = Dy
Ry : S —>e¢

Ry: S —x15x1 | ... | xxSX
R3: S — SS



Beispiel: Dycksprache

Um zu zeigen, dass L(G) = Dy, zeigen wir dass L(G) die kleinste Menge ist
die folgende Bedingungen erfiillt:

1. e € L(G),
2. Falls w € L(G), so auch x;wX;.

3. Falls u, v € L(G), so auch uv.

Beweis: an der Tafel.
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Beispiel: Dycksprache

Walther von Dyck (1856-1934)
e Mathematiker
e Hochschulpolitiker
e Erster Rektor der TU Miinchen

e Einer der Griindungsvater des Deutschen Muse-
ums

[Foto: Deutsches Museum]
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Warum Sprachen?

Darstellung von Problemen

Fakt: So ziemlich alle Probleme konnen als Probleme iiber Sprachen
formuliert werden.
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Warum Sprachen?

Darstellung von Problemen

Fakt: So ziemlich alle Probleme konnen als Probleme iiber Sprachen

formuliert werden.

Beispiel: Primzahlen

Alphabet > .., :={|}

Sprache Lyimes :={||...| | p prim}
N——

p mal
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Darstellung von Problemen

Eingabealphabet

> =4{0,1,...,n—1}

erlaubt Darstellung einer Ganzzahl zur Basis n
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Darstellung von Problemen

Eingabealphabet

> =4{0,1,...,n—1}

erlaubt Darstellung einer Ganzzahl zur Basis n

Beispiel:
5 binar: 101
5 unar: ||||| (oder auch 11111)
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Darstellung von Problemen

Speicheraufwand

n-are Darstellung (n > 1) einer Zahl k fiihrt zu einer Speicherersparnis:

log, k (n-ar) statt k  (unér)

Nur der Schritt von unar auf binar ist wesentlich, denn

1

log, n

-log, k = c - log, k

(von bindr auf n-3r nur lineare Einsparung)
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Darstellung des Erfiillbarkeitsproblems SAT

Problem SAT

Gegeben: Eine aussagenlogische Formel w

Frage: Gibt es eine Belegung der booleschen Variablen in w,
so dass w zu true auswertet?
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Darstellung des Erfiillbarkeitsproblems SAT

Problem SAT

Gegeben: Eine aussagenlogische Formel w

Frage: Gibt es eine Belegung der booleschen Variablen in w,
so dass w zu true auswertet?

Signatur fiir aussagenlogische Formeln

Signatur: Y. :={A,V,—,(,), x,0,1}

Dabei Darstellung von boolscher Variablen x; als x gefolgt von i binar
kodiert.
Dadurch Formel der Lange n um (unerheblichen) Faktor log n langer.
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Darstellung des Erfiillbarkeitsproblems SAT

Satisfiability
Sprache
Lat := {w € XL,: wisteine aussagenlogische Formel,

und es gibt eine Belegung fA%r die x;,

so dass die Formel w zu true auswertet }
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Darstellung des Erreichbarkeitsproblems in
Graphen

Erreichbarkeitsproblem
Gegeben: Ein Graph mit Ecken v; bis v,
Frage: Gibt es einen Weg von Ecke v; zu Ecke v,?

Signatur fiir Graphen

Signatur: Y ,on :=1{v,e,0,1,(,), #}

Darstellung von
Ecke v; als v gefolgt i binar kodiert

Kante e;; als e(string;#string,), wobei
— string, die binare Darstellung von i,
— string, die binare Darstellung von j
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Darstellung des Erreichbarkeitsproblems in
Graphen

Erreichbarkeitsproblem

Sprache

Licach := {w € Z;raph . es gibt einen Weg in w

von der ersten Ecke v

zur letzten Ecke v,}
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Die Chomsky-Hierarchie
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Die Chomsky-Hierarchie

Noam Chomsky (born 1928)

e Professor fiir Linguistik und Philosophie am MIT
e Bedeutender Linguist

e Bedeutender Beitrag zur Informatik:
Erste Beschreibung der Chomsky-Hierarchie
(1956)

e Bedeutender linker Intellektueller und Globalisie-

rungskritiker
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Die Chomsky-Hierarchie

Was muss eine Grammatik erfullen?

e Sie darf nur endlich viele Regeln haben

e Jede Regelpramisse muss mindestens eine Variable enthalten
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Die Chomsky-Hierarchie

Was muss eine Grammatik erfiillen?
e Sie darf nur endlich viele Regeln haben

e Jede Regelpramisse muss mindestens eine Variable enthalten

Das Wort kann im Lauf der Ableitung beliebig wachsen und wieder
schrumpfen.

~

(Weitere) Beschrankung der Form, die Regeln haben diirfen, fiihrt zu
— Grammatiktypen und damit auch zu

— Sprachtypen

von verschiedenen Schwierigkeitsgraden.

.
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Die Chomsky-Hierarchie

s

Definition (Rechtlineare Grammatik)
Eine Grammatik G = (V, T, R, S) heiBt rechtslinear gdw

VIP—>Q)eR (PeVund Qe T*UT'V)
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Die Chomsky-Hierarchie

s

Definition (Rechtlineare Grammatik)
Eine Grammatik G = (V, T, R, S) heiBt rechtslinear gdw

VIP—>Q)eR (PeVund Qe T*UT'V)

Das heiBt, bei jeder Regelanwendung:

e Links eine einzelne Variable

e Rechts hochstens eine Variable

e \Wenn rechts eine Variable steht, steht sie ganz rechts im Wort.
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Die Chomsky-Hierarchie

s

Definition (Kontextfreie Grammatik)
Eine Grammatik G = (V, T, R, S) heiBt kontextfrei gdw

V(P> Q)eR (PeVund Qe (VUT)¥)
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Die Chomsky-Hierarchie

s

Definition (Kontextfreie Grammatik)
Eine Grammatik G = (V, T, R, S) heiBt kontextfrei gdw

VIP—Q)eR (PeVund Q€ (VUT)*)

Das heiBt, bei jeder Regelanwendung:

e Links eine einzelne Variable

e Die Pramisse macht keine Aussage, was der Kontext dieser Variablen

ist (,, kontextfrei*)

e Rechts steht etwas beliebiges
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Die Chomsky-Hierarchie

.

Definition (Kontextsensitive Grammatik)
Eine Grammatik G = (V, T, R, S) heiBt kontextsensitiv gdw
V(P — Q) € R:

1. Ju,v,a € (VUT)*JA€ V (P =uAvund Q = uav mit |a| > 1),
oder die Regel hat die Form § — ¢

2. S nicht in Q
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Die Chomsky-Hierarchie

r N
Definition (Kontextsensitive Grammatik)
Eine Grammatik G = (V, T, R, S) heiBt kontextsensitiv gdw

V(P — Q) € R:
1. Ju,v,a e (VUT)*JA€ V (P =uAvund Q = uav mit |a| > 1),
oder die Regel hat die Form S — ¢

2. S nichtin Q
q J

Das heiBt, bei jeder Regelanwendung:
e Eine Variable A wird in einen String o mit |a| > 1 liberfiihrt

e Die Ersetzung von A durch « findet nur statt, wenn der in der Regel
geforderte Kontext (v und v), vorhanden ist

e Das Wort wird nicht kiirzer, auller bei c € L
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Beschrankte Grammatik

r

\.

Definition (Beschriankte Grammatik)
Eine Grammatik G = (V, T, R, S) heiBt beschriankt gdw

V(P — Q) € R:

1. |P| <|Q|, oder
die Regel hat die Form § — ¢

2. S nicht in Q
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Beschrankte Grammatik

-
Definition (Beschriankte Grammatik)

Eine Grammatik G = (V, T, R, S) heiBt beschriankt gdw

V(P — Q) € R:

1. |P| <|Q|, oder
die Regel hat die Form § — ¢

2. S nicht in Q

\

Das heiBt, bei jeder Regelanwendung:

e Die Conclusio ist mindestens so lang wie die Pramisse,
auBBer bei e € L.

e Das Wort wird nicht kiirzer, auBer bei € € L
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Die Chomsky-Hierarchie

Aufbauend auf den Grammatikarten kann man Sprachklassen definieren.

Definition (Sprachklassen)

Klasse definiert als Sprache heiB3t

L3, REG | {L(G) | G ist rechtslinear} Typ 3, regular

L,, CFL {L(G) | G ist kontextfrei} Typ 2, kontextfrei

L;, CSL {L(G) | G ist kontextsensitiv} | Typ 1, kontextsensitiv
L;, CSL {L(G) | G ist beschrankt} Typ 1, beschrankt

Lo, r.e. {L(G) | G beliebig} Typ 0, aufzahlbar

L {L| LCX*} beliebige Sprache
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Die Chomsky-Hierarchie

Grammatiken kénnen kompliziert sein!

Beispiel (Grammatik fiir {a"b"c"” | n > 1}):
Grammatik Gape = ({S, X1, X2}, {a,b,c},{R1,...Rs}, S) mit

Ri= S — abc | aXibc
R, = Xib — bX;

R3; = Xic — Xobcc

R, = bXo — Xob

Rs = aXo — aal aaX

e |Ist diese Grammatik kontextsensitiv?

e Ist sie beschrankt?



Probleme iiber Sprachen
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Probleme iiber Sprachen

Interessante Probleme (informell)

e Ist ein gegebenes Wort in einer Sprache (definiert durch eine
Grammatik) enthalten?

e Erzeugen zwei gegebene Grammatiken dieselbe Sprache?

Mit welchen Algorithmen kdnnen diese Probleme gelost werden?
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Probleme und Algorithmen im allgemeine

Definition (Problem, Algorithmus)
Ein Problem P ist die Frage, ob eine bestimmte Eigenschaft auf gegebene
Objekte zutrifft.

Dabei ist eine bekannte, abzihlbaren Grundmenge solcher Objekte gegeben.

Fiir jedes Objekt o gilt: die Eigenschaft trifft auf o zu oder nicht.

Ein Algorithmus fiir ein Problem P ist eine Vorschrift (ein Programm), die zu
beliebigem Objekt o berechnet, ob die Eigenschaft fiir o zutrifft oder nicht.

~

_/
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Probleme und Algorithmen im allgemeinen

Beispiel (Einige Probleme)

Fir n € N:
Ist n eine Primzahl?

Fiir ein Wort w € 2* und
ein Element G aus der Menge aller Grammatiken iiber X:

Gilt w € L(G)?

Fiir ein Element G aus der Menge aller Grammatiken:
Ist L(G) leer (endlich, unendlich)?

Fiir (a, b, c) € N3:
Hat a"” + b" = ¢" eine Losung in den natiirlichen Zahlen?

Fiir ein Programm p aus der Menge aller Java-Programme:
Terminiert p?
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