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Motivation

Terminologie

Endliche Automaten und reguldre Sprachen
Kellerautomaten und kontextfreie Sprachen
Turingmaschinen und rekursiv aufzahlbare Sprachen
Berechenbarkeit, (Un-)Entscheidbarkeit

Komplexitatsklassen P und NP



Bis jetzt

Alphabete, Worter

— Operationen auf Wortern

Konkatenation, i-te Potenz, Reverse

Sprache

— Operationen auf Sprachen

Konkatenation, i-te Potenz, Reverse, Kleene-Hiille
Regulare Ausdriicke

Grammatiken
— Ableitung

— Die von einer Grammatik erzeugte Sprache.

Die Chomsky-Hierarchie



Grammatik

Definition. Eine Grammatik G iiber einem Alphabet ¥ ist ein Tupel G = (V, T, R,S).
Dabei ist

e V eine endliche Menge von Variablen
e T C X eine endliche Menge von Terminalen mit VN T = ()
® R eine endliche Menge von Regeln

e S € V das Startsymbol

Konvention (meistens): Variablen als GroBbuchstaben; Terminale als Kleinbuchstaben.

Eine Regel ist ein Element (P, Q) € ((VUT)* V(VUT)") x (VUT)".
e P und Q sind Worter liber (V U T)
® P muss mindestens eine Variable enthalten
e Q ist beliebig
Schreibweise: P —¢ Q, P — (P: Pramisse, Q: Conclusio )



Erzeugte Sprache, Aquivalenz

Ableitung, Rechnung.

o w=_ w’ (, w geht iiber in w’") falls

du,ve (VUT)"IP - QER (W:quund W':uQv)

e W=~ w’ falls es Wérter wy, ..., w, € (VU T)* (n > 0) gibt mit
- W =W
- Wm=w’

—W,':>GW,'_|_1 fUrO§i<n

Definition (Erzeugte Sprache) Gegeben: Eine Grammatik G
Die von G erzeugte Sprache L(G) ist die Menge aller terminalen Worter,
die durch G vom Startsymbol S aus erzeugt werden kénnen:

L(G) = {weT"| 5:>Z w}

Definition Zwei Grammatiken Gi, G, heiBen dquivalent gdw L(G;) = L(Gp) .



Die Chomsky-Hierarchie

Definition Eine Grammatik G = (V, T, R, S) heiBt rechtslinear gdw

VP> Q)R (PeEVudQeT UT'V)

Das heiBt, bei jeder Regelanwendung:
e Links eine einzelne Variable; Rechts hochstens eine Variable

e Wenn rechts eine Variable steht, steht sie ganz rechts im Wort.

Definition Eine Grammatik G = (V, T, R, S) heiBt kontextfrei gdw

VP> Q)eR (PeVund Qe (VUT)")

Das heiBt, bei jeder Regelanwendung:
e Links eine einzelne Variable; Rechts steht etwas beliebiges

e Die Priamisse macht keine Aussage, was der Kontext dieser Variablen ist
(,, kontextfrei*)



Die Chomsky-Hierarchie

' Definition Eine Grammatik G = (V, T, R, S) heiBt kontextsensitiv gdw Y(P — Q) € R:

1. qu,v,a € (VUT)"JA € V (P = vAv und Q = uav mit |a| > 1), oder die
Regel hat die Form § — ¢

2. S nicht in Q

\

Das heiBt, bei jeder Regelanwendung:
e Eine Variable A wird in einen String a mit || > 1 iiberfiihrt; die Ersetzung von

A durch « findet nur statt, wenn der in der Regel geforderte Kontext (v und v),

vorhanden ist
e Das Wort wird nicht kurzer, auBer bei € € L

Definition Eine Grammatik G = (V, T, R, S) heiBt beschrankt gdw V(P — Q) € R:
1. |P| < |Q]|, oder die Regel hat die Form § — ¢
2. S nicht in Q

Das heiBt, bei jeder Regelanwendung:
e Die Conclusio ist mindestens so lang wie die Pramisse, auBer bei € € L.

e Das Wort wird nicht kiirzer, auBer bei € € L




Die Chomsky-Hierarchie

Aufbauend auf den Grammatikarten kann man Sprachklassen definieren.

Definition (Sprachklassen)

Klasse definiert als Sprache heiB3t

L3, REG | {L(G) | G ist rechtslinear} Typ 3, regular

L,, CFL {L(G) | G ist kontextfrei} Typ 2, kontextfrei

L;, CSL {L(G) | G ist kontextsensitiv} | Typ 1, kontextsensitiv
L;, CSL {L(G) | G ist beschrankt} Typ 1, beschrankt

Lo, r.e. {L(G) | G beliebig} Typ 0, aufzdhlbar

L {L| LCX*} beliebige Sprache




Probleme iiber Sprachen

Interessante Probleme (informell)

e Ist ein gegebenes Wort in einer Sprache (definiert durch eine
Grammatik) enthalten?

e Erzeugen zwei gegebene Grammatiken dieselbe Sprache?

Mit welchen Algorithmen kdnnen diese Probleme gelost werden?



N
Definition (Problem, Algorithmus)

Ein Problem P ist die Frage, ob eine bestimmte Eigenschaft auf gegebene
Objekte zutrifft.

Dabei ist eine bekannte, abzihlbaren Grundmenge solcher Objekte gegeben.
Fiir jedes Objekt o gilt: die Eigenschaft trifft auf o zu oder nicht.

Ein Algorithmus fiir ein Problem P ist eine Vorschrift (ein Programm), die zu
beliebigem Objekt o berechnet, ob die Eigenschaft fiir o zutrifft oder nicht.

y,
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Endlich, unendlich und dann?
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Abzahlbarkeit

r

Definition (Abzadhlbarkeit)

Eine Menge M heilBt abzahlbar, wenn

e es eine surjektive Funktion

e oder M leer ist.

f ' N—- M

gibt,

Intuition

Eine Menge ist abzahlbar, wenn sie hochstens so machtig wie N ist.
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Abzahlbarkeit

r

.

Lemma. Eine Menge M ist abzahlbar, wenn es eine injektive Funktion

f- M — N

gibt.
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Abzahlbarkeit

Beispiel:

Abzihlbar sind:

N
Q

alle endlichen Mengen
die Vereinigung zweier abzihlbarer Mengen

die Vereiningung abzahlbar vieler abziahlbarer Mengen

14



David Hilbert

David Hilbert (1862-1943)

Einer der bedeutensten und einfluBreichsten
Mathematiker aller Zeiten

Professor in Koénigsberg und Goéttingen

Wichtige Beitrage zu

Logik

Funktionalanalysis

Zahlentheorie

Mathematische Grundlagen der Physik

uvm.
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Hilbert's Hotel

In einem Hotel mit endlich vielen Zimmern konnen keine Gaste mehr
aufgenommen werden, sobald alle Zimmer belegt sind (Schubfachprinzip).

16



Hilbert's Hotel

In einem Hotel mit endlich vielen Zimmern konnen keine Gaste mehr
aufgenommen werden, sobald alle Zimmer belegt sind (Schubfachprinzip).

Hilberts Hotel hat nun unendlich viele Zimmer (durchnummeriert mit
natiirlichen Zahlen bei 1 beginnend).

1 2 3 4 3} 6 7 8 9 | 10 11

Man konnte annehmen, dass dasselbe Problem auch hier auftreten wiirde,
wenn alle Zimmer durch (unendlich viele) Gaste belegt sind.
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Hilbert's Hotel

Es gibt einen Weg, Platz fiir einen weiteren Gast zu machen, obwohl alle
Zimmer belegt sind:

e Der Gast von Zimmer 1 geht in Zimmer 2,
e der Gast von Zimmer 2 geht in Zimmer 3,
e der von Zimmer 3 nach Zimmer 4 usw.

Damit wird Zimmer 1 frei fiir den neuen Gast.
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Hilbert's Hotel

Da die Anzahl der Zimmer unendlich ist, gibt es keinen “letzten” Gast, der
nicht in ein weiteres Zimmer umziehen konnte. Wiederholt man das, erhalt
man Platz fiir eine beliebige, aber endliche Zahl neuer Gaste.
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Hilbert's Hotel

Es ist sogar moglich, Platz fiir abzdhlbar unendlich viele neue Gaste zu

machen.

i
AXRRRK

1

SRR A R

Der Gast von Zimmer 1 geht in Zimmer 2, der Gast von Zimmer 2 aber
in Zimmer 4, der von Zimmer 3 in Zimmer 6 usw. Damit werden alle
Zimmer mit ungerader Nummer frei fiir die abzdhlbar unendlich vielen

Neuankommlinge.
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Hilbert's Hotel

Wenn abzahlbar unendlich viele Busse mit je abzahlbar unendlich vielen
Gasten vorfahren, konnen auch diese Gaste alle im bereits vollen Hotel
untergebracht werden.
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Hilbert's Hotel

Andere Moglichkeit:

e die Zimmer mit ungeraden Nummern wie eben beschrieben wird frei
gemacht

e die Gaste aus Bus 1 in die Zimmer 3, 9, 27, ... schickt (also in jene

Zimmer, die mit Potenzen von 3 nummeriert sind; 3 = 31,9 = 32,27 =
33,...),

e die Giaste aus Bus 2 in die Zimmer 5, 25, 125, 625, etc., usw.,

also die Gaste aus Bus 7 in die Zimmer p;, pl.2, pl.3 etc.,
wobei p; die i + 1-te Primzahl ist.

Dadurch sind alle angekommenen Ga&ste im Hotel untergebracht und sogar noch
unendlich viele Zimmer (wie zum Beispiel das Zimmer 15, dessen Nummer keine
Potenz einer Primzahl ist) frei.
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Hilbert's Hotel

Weitere Moglichkeit:

Eine andere, effizientere Moéglichkeit ware die, die Hotelgdste jeweils aus
den Zimmern n in die Zimmer 2n — 1 umziehen zu lassen, sodass alle
geraden Zimmer frei werden.

Dann konnen die neuen Giste aus dem Bus mit der Nummer n die Zimmer
belegen, deren Zimmernummern durch 27, nicht aber durch 2+l teilbar
sind, sodass kein Zimmer frei bliebe.
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Korollar

N ist abzahlbar
Alle endlichen Mengen sind abzahlbar

Korollar

e die Vereinigung zweier abzahlbarer Mengen ist abzahlbar

Falls 21, 2> abzahlbar, so ist 21 U 2> abzadhlbar

e die Vereiningung abzahlbar vieler abzidhlbarer Mengen ist abzihlbar

Falls >1,%5,... abzdhlbar, so ist | ;o X/ abzahlbar

Falls ¥ abzihlbar, so ist X' abzihlbar fiir alle i € N.
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Diagonalisierungsargument fur
Uberabzihlbarkeit

Theorem. Die Menge R der rellen Zahlen ist iiberabzahlbar.

Beweis. Wir zeigen, dass schon das Intervall [0, 1] Giberabzahlbar ist.
Annahme: Es gibt eine Aufzihlung, also eine surjektive Funktion

f:N— [0,1]

Dann sei
f(i)=0,d}dds...

die Dezimaldarstellung der i-ten reellen Zahl.
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Diagonalisierungsargument fur
Uberabzihlbarkeit

Beweis. Fortsetzung:

Wir definieren eine neue Zahl d = 0, dodid> ... durch

_ di+1 fallsd] <9
dn —
0 sonst

d unterscheidet sich in der n-ten Stelle von d,.
Also d # d, fiir alle n € N

Also kommt d in der Aufzdhlung nicht vor. Widerspruch!
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Wieviele gibt es?

Wieviele

— Grammatiken

— Sprachen

— Algorithmen
gibt es Uberhaupt?

26



Wieviele gibt es?

Wieviele

Grammatiken

— Sprachen

— Algorithmen
gibt es Uberhaupt?

Mogliche Antworten:

Endlich viele
Unendlich viele
Abzahlbar viele
Uberabzahlbar viele

Nicht klar fiir Algorithmen, da dieser Begriff nicht genau definiert

wurde
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Wieviele Worter, Grammatiken gibt es?

Lemma. Gegeben: Signatur X, endlich oder abzihlbar unendlich

Dann ist 2* abz3hlbar unendlich.
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Wieviele Worter, Grammatiken gibt es?

Lemma. Gegeben: Signatur X, endlich oder abzihlbar unendlich

Dann ist 2* abz3hlbar unendlich.

Beweis.
Y ist abzihlbar, also ist X' abzihlbar, fiir alle i € N.

Y * ist die Vereinigung der abzihlbar vielen abzihlbaren Mengen X'.
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Wieviele Worter, Grammatiken gibt es?

Lemma. Gegeben: Signatur X, endlich oder abzihlbar unendlich

Dann ist die Menge aller Grammatiken iiber > abzdhlbar unendlich
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Wieviele Worter, Grammatiken gibt es?

Lemma. Gegeben: Signatur X, endlich oder abzihlbar unendlich

Dann ist die Menge aller Grammatiken iiber > abzdhlbar unendlich

Beweis.
Grammatiken sind endlich und also als Worter iiber einer geeigneten

erweiterten Signatur
YUVU{—, ...}

darstellbar.

Die Menge der Worter iiber dieser erweiterten Signatur ist abzahlbar.
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Wieviele Algorithmen gibt es?

Lemma. Es gibt (nur) abzdhlbar viele Algorithmen.
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Wieviele Algorithmen gibt es?

Lemma. Es gibt (nur) abz3hlbar viele Algorithmen.

Beweis.
Algorithmen miissen per Definition eine endliche Beschreibung haben.

Sie sind also als Woérter iiber einer Signatur X darstellbar
(fiir jedes abzdhlbare ).

Also sind sie abzihlbar.
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Wieviele Funktionen f : N — N gibt es?

Lemma. Es gibt iiberabzihlbar viele Funktionen f : N — N.
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Wieviele Funktionen f : N — N gibt es?

Lemma. Es gibt iiberabzahlbar viele Funktionen f : N — N,

Beweis.
Angenommen, es existiere eine Abzihlung

fi,fo,...fn, ...

Dann sei

1 falls fp(n) = 0;

C:N—=N mit C(n)=
O sonst

C(i) # f(i)

Also: C ist von allen f; verschieden. Widerspruch!
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Wieviele Funktionen f : N — {0,1} gibt es?

Lemma. Es gibt iiberabzihlbar viele Funktionen f : N — {0, 1}.

Beweis. Analog.
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Wieviele Sprachen gibt es?

Lemma. Gegeben eine Signatur ¥ (endlich oder unendlich).

Die Menge der Sprachen iiber X ist iiberabzihlbar.
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Wieviele Sprachen gibt es?

Lemma. Gegeben eine Signatur X (endlich oder unendlich).

Die Menge der Sprachen iiber X ist iiberabzihlbar.

Beweis.
Sei eine beliebige Abzihlung aller Woérter iiber X gegeben:

wi, Wo, ...

Dann kann man die Sprachen L iiber ¥ mit den Funktionen f : N — {0, 1}

identifizieren, vermittels

f(i)=1 gdw w; €L

Von diesen gibt es iiberabzahlbar viele.
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Korollar

Korollar.
Nicht jede Sprache kann durch eine Grammatik dargestellt werden.
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Zusammenfassung

Gegeben eine Signatur X

Abzahlbar
o N
e Menge aller Worter
e Menge aller Grammatiken

e Menge aller Algorithmen
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Zusammenfassung

Gegeben eine Signatur X

Abzahlbar
o N
e Menge aller Worter
e Menge aller Grammatiken

e Menge aller Algorithmen

Uberabzzhlbar
e Die Menge aller Teilmengen von N
e Die Menge aller reellen Zahlen
e Die Menge aller Funktionen f :N — N bzw.

e Die Menge aller Sprachen

f:N—{0,1}
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