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Turing-Maschine

( )
Definition (Turing Machine (DTM))
Eine determinierte Turing-Maschine (DTM) M ist ein Tupel
M=(K %6,5s)

Dabei ist

e K eine endliche Menge von Zustinden mit h € K,

(h ist der Haltezustand)

e X ein Alphabet mit L, R &€ X, # € L,

o §: Kx X — (KU{h}) x (ZU({L, R}) eine Ubergangsfunktion

e s & K ein Startzustand. )

Wir erlauben auch, dass 6 nicht tiberall definiert ist.

Falls die DTM dann in einen solchen nichtdefinierten Zustand kommt, sagen wir die
DTM hadngt. Sie hdlt also nicht.

Dies wird z. T. in der Literatur anders gehandhabt.



Turing-Maschine

( )

Definition Konfiguration einer DTM M=( K, X, §, s ): Wort der Form C=q, wau, wobe:i:
e g € KU {h} der aktuelle Zustand,
e w € XY™ der Bandinhalt links des Kopfes,
e a € ¥ das Bandzeichen unter der Schreib-/Lesekopf.
o uec X (X —{#})U{e} der Bandinhalt rechts des Kopfes.

.
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Definition C; Faq G (G ist Nachfolgekonfiguration von C;) falls:

o (i =g, waju; fiir i € {1,2}, und

e es gibt einen Ubergang §(q1, a1) = (g2, b) wie folgt:
Fall 1: b€ >. Dannist wy = w», u; = up, a» = b.
Fall 2: b = L. Dann gilt fiir wo und az: w; = wrao.
Fir up: Wenn a; = # und u; = € ist, so ist up = €, sonst ist up» = aju;.
Fall 3: b = R. Dann ist wo, = wja;.
Fiir a> und w gilt: Wenn u; = € ist, dann ist up = € und a, = #,
ansonsten ist u; = asu».




Turing-Maschine

( )

Definition (Eingabe) w heiBt Eingabe (input) fiir M, falls M mit der Startkonfi-
guration Co = s, #w# startet.

(Wl, C. W,,) heiBt Eingabe fiir M, falls M mit der Startkonfiguration

Co = S, #Wl# “ .. #Wnﬁ

startet.
- J

a R

Definition (Halten, Hingen) Sei M eine Turing-Maschine.
e M hidltin C = g, wau gdw. g = h.

e M hangt in C = g, wau gdw. es keine Nachfolgekonfiguration gibt
Insbesondere: wenn w = ¢ A Aq” §(q,a) = (q’, L).




Turing-Maschine

Definition (Rechnung) Sei M eine Turing-Maschine. Man schreibt C 7%, C’ gdw.:
es gibt eine Reihe von Konfigurationen Gy, Gy, ..., G, (n > 0) so dass

C=0GC, C'"=C,undfiirallei < ngilt: C; - Ciiq

Dann heit Gy, C1, ..., C, eine Rechnung der Linge n von Cy nach C,.

.
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Definition (TM-berechenbare Funktion) Sei Xy ein Alphabet mit # &€ ¥,.

Eine (partielle) Funktion f : (X0")™ — (X0™)" heiBt DTM-berechenbar, falls:
Es existiert eine determinierte Turing-Maschine M = ( K, X, 4,s)

e mit Y, C ¥,

e sodass firalle wy,...,wy, u,...,u, € X" gilt:
—f(wa, ..., wn)=(u1,...,up) gdw s, #wi# ... #Wmﬁl—j\/lh, #Furd .. Fus
—f(wi, ..., Wy) ist undefiniert  gdw

M gestartet mit s, #w1# . . . #wp# hdlt nicht (lauft unendlich oder hangt)




Berechnete Funktion/Akzeptierte Sprache

Bei Turing-Maschinen untersuchen wir,
e welche Sprachen sie akzeptieren und
e welche Funktionen sie berechnen.

Akzeptieren ist Spezialfall von Berechnen

-
Definition (Von einer DTM akzeptierte Sprache)

Ein Wort w wird akzeptiert von einer DTM M,
falls M auf Eingabe von w hilt
(wobei am Ende der Kopf auf dem ersten Blank rechts von w steht).

Eine Sprache L C X~™ wird akzeptiert von einer DTM M, wenn genau die Worter
aus L aus M und keine anderen akzeptiert werden.

.

Achtung
Bei nicht akzeptierten Wortern muss die DTM nicht halten

Sie darf es sogar nicht!



TM-Flussdiagramme

Graphische Darstellung der Ubergangsfunktion einer DTM: mit einem
FluBdiagramm.

e Die Zustandsnamen werden nicht genannt.

e Nur die Schritte und die Ausfiihrungsreihenfolge werden beschrieben.



TM-Flussdiagramme

Folgende Elemente stehen zur Verfligung:

e [: eine DTM, die nach dem Starten ein Feld nach links geht und
danach halt.

e R: eine DTM, die nach dem Starten ein Feld nach rechts geht und
danach halt.

e a: TM, die a auf dem Band schreibt und danach hilt.
e Startschritt: mit einer Pfeilspitze > bezeichnet

o M; — M, oder abgekiirzt My M, (falls My, My die FluBdiagramme
zweier DTM sind):
eine DTM die zuerst wie My arbeitet und dann, falls M; halt, wie M
weiterarbeitet.

o Mi -5 My: M, ist nur dann aufgefiihrt, wenn nach der Beendigung
von M; der aktuelle Bandbuchstabe a ist.



TM-Flussdiagramme

Sind Mg, M1, ..., M, Turing-Maschinen, a; € X fiir 1 < i < n, so ist
My die Turing-Maschine, die zuerst wie
421 M arbeitet und dann, falls Mg mit
5 dem Buchstaben a; auf dem Arbeits-
> Mo . Mo feld halt, wie M, weiterarbeitet.
17
M,

e Weitere Schreibabkiirzungen sind:

7% firo € ¥ — {a}

M a—#a> My: M, ist nur dann aufgefiihrt, wenn M; halt, und Lesekopf auf

Buchstabe, die nicht a ist positioniert ist.

My a—’b> M, falls nach der Ausfiihrung von M; sowohl fiir den Bandbuchstaben a
als auch fiir b nach M, verzweigt werden soll.
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TM-Flussdiagramme

Beispiel:

Die DTM M™* = ({s, 91,92, 93,94}, {|, #}. 8, s) addiert zwei natiirliche
Zahlen in Unardarstellung.

Sie rechnet
s, #|"#|TH# B h#TTT#

Der Trick: Sie 16scht den letzten Strich von | und schreibt ihn in den

Zwischenraum zwischen |” und |™.
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TM-Flussdiagramme

Beispiel: Hier ist zunachst die d-Funktion:

s,\i# = qilL 9, # g3, g3, # +—> dqa,lL
qu. # +— h# Q.| = gl ga,| — h #
q.| +— gL g3,| +— g3 R

Fiir 6(s,|) und 6(qa, #) haben wir keine Werte angegeben; sie sind beliebig,
weil M sie nie benétigt.

Das FluBdiagramm zur gleichen DTM ist erheblich leichter zu lesen:

o
L LA IR A L
17
i
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TM-Flussdiagramme

Die folgenden Turing-Maschinen werden wir als Bestandteile von
komplexeren Turing-Maschinen spater noch haufig benutzen.

Beispiel: (Ry)
Ry bewegt nur den Kopf, ohne zu schreiben:
e Sie geht mindestens einmal nach rechts.
e Dann geht sie solange weiter nach rechts, bis sie ein # liest.

Die folgende Turing-Maschine Ry lauft zum ersten Blank links von der
momentanen Position.

OFFF

v
> R
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TM-Flussdiagramme

Beispiel: (L) Analog funktioniert die DTM L.;:
e Sie geht mindestens einmal nach links.

e Dann geht sie solange weiter nach links, bis sie ein # liest.

oA #

v |

> |
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TM-Flussdiagramme

Beispiel: (¥’) Die folgende DTM % erhilt als Eingabe einen String Einsen.
Sie rechnet so:

e Sie bewegt sich nach links auf das Blank vor das Eingabewort,

e geht das Eingabewort von links nach rechts durch,

e merkt sich jeweils ein Zeichen o von w, markiert die aktuelle Position, indem sie
o mit # iiberschreibt,

e und kopiert das Zeichen o.

e Sie verwendet dabei die Maschinen L und R, die wir schon definiert haben.

- |
> L#R — #R#R#O'L#L#O'
i#
Ry
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TM-Flussdiagramme

Beispiel: Die DTM ., bewirkt eine “Verschiebung nach rechts”, das heiBt,
wenn ¥ das Alphabet X besitzt, rechnet sie

s, m#FWoH#w3 Fop h wiF#H#Hwows

fiir alle Worter wi, w3 € £* und wo € (X — {#})*. (Entgegen der sonstigen
Konvention startet sie zwischen zwei Eingabewdrtern.)
Sie arbeitet so:

" |
Tt > Ryl T Rol

17

R
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TM-Flussdiagramme

Beispiel: Dazu invers arbeitet die Maschine .}, die einen “shift nach links”
bewirkt. Sie rechnet

s, m#FwWoH# w3 Fop h, wiwo#EFws

fir alle wi, w3 € £*, wr € (X — {#})*. Sie ist definiert als

o |
0 > LR LoR
i#
L+#
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Varianten von Turing-Maschinen
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Variationen von Turing-Maschinen

r

\_

Standard-DTM
Die Turing-Maschine, die wir bisher kennen, ...

e ist determiniert
e hat ein einseitig unbeschrianktes Band (Halbband).

Ab jetzt nennen wir sie auch:
Standard-Turing-Maschine (Standard-DTM oder kurz DTM)
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Variationen von Turing-Maschinen

Turing-Maschinen, die nie hangen
Gegeben:

Eine Turing-Maschine M, mit Eingabge #w#
Daraus konstruieren wir eine DTM M/, die

e dasselbe berechnet wie M

e nie hangt.

20



Variationen von Turing-Maschinen

Konstruktion der TM, die nie hangt
Das Bandende ist am Anfang ein Zeichen links vom Eingabewort

DTM M’ rechnet so:
e Sie verschiebt die Eingabe ein Zeichen nach rechts.

e Dann druckt sie ganz links ein Sonderzeichen «,

das das Bandende anzeigt.

e Ab dann rechnet sie wie M.

e Aber:
Wenn sie « erreicht, bleibt sie dort stehen und druckt immer wieder «.
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Variationen von Turing-Maschinen

Eigenschaften der nicht-hangenden DTM
e M/’ hilt fiir Eingabe w  gdw M hilt fiir Eingabe w.

e M/’ hingt nie.
Wenn M hingt, rechnet M’ unendlich lang.

0.B.d.A. sollen alle Turing-Maschinen, die wir von jetzt an betrachten,
nie hangen.
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DTM mit zweiseitig unbeschranktem Band

DTM mit zweiseitig unbeschranktem Band (zw-DTM)
e Die Definition der Maschine bleibt gleich.
e Die Definition der Konfiguration andert sich.

e Sie hat immer noch die Form g, wau, aber:

— w umfasst analog zu u alle Zeichen bis zum letzten nicht-Blank
links vom Schreib- /Lesekopf.

— w = € bzw. u = € bedeutet, dass links bzw. rechts vom
Schreib- /Lesekopf nur noch Blanks stehen.
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DTM mit zweiseitig unbeschranktem Band

Definition (DTM mit zweiseitig unbeschranktem Band, zw-DTM)

Eine Turing-Maschine mit zweiseitig unbeschranktem Band (zw-DTM)
ist eine DTM, fiir die die Begriffe der Konfiguration und der Nachfolge-

konfiguration wie folgt definiert sind:

Eine Konfiguration C einer zw-DTM M = (K, ¥, 9, s) ist von der Form

C =q,wau

Dabei ist
e g € KU {h} der aktuelle Zustand,
o we (X—{#})X* U{e} der Bandinhalt links des Kopfes,
e a € 2 das Zeichen unter dem Kopf, und
o ucYX*(X— {#})U{e} der Bandinhalt rechts des Kopfes.

~

_/
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DTM mit zweiseitig unbeschranktem Band

Definition (Forts.)
Cy = qgo, W2 ap U2 heiBt Nachfolgekonfiguration von C; = qi, wiaiug,

in Zeichen C; Faq G, falls es einen Ubergang 6(q1, a1) = (g2, b) gibt, mit:

Fall 1: b€ >. Dann w; = wp, u3 = u> und a» = b.

Fall 2: b = L. Fiir up: Wenn a;=# und uj=c ist, dann up=¢, sonst uo=aju;.
Fir ap und wo: Wenn wy=c¢ ist, dann wo=¢€ und ap)=7; sonst w;=w»ao.

Fall 3: b = R. Fiir wo: Wenn a;=# und wj=c¢ ist, dann wy—=¢, sonst wo=wj a;.

Fiir a> und uy: Wenn uy=e€ ist, dann upy=€ und a)==; ansonsten ui=asu».
_J
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DTM mit zweiseitig unbeschranktem Band

Theorem (Simulation von zw-DTM durch DTM)
Zu jeder zw-DTM M, die eine Funktion f berechnet oder eine Sprache

L akzeptiert, existiert eine Standard-DTM M, die ebenfalls f berechnet
bzw. L akzeptiert.
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DTM mit zweiseitig unbeschranktem Band

Theorem (Simulation von zw-DTM durch DTM)
Zu jeder zw-DTM M, die eine Funktion f berechnet oder eine Sprache

L akzeptiert, existiert eine Standard-DTM M, die ebenfalls f berechnet
bzw. L akzeptiert.

. J

Beweis Sei w = a; ... ap die Eingabe fir M = (K, %, 4, s).

Dann sieht das beidseitig unendliche Band zu Beginn der Rechnung so aus:

. FEHFFFAL . anHEH -
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DTM mit zweiseitig unbeschranktem Band

Beweis (Forts.) ldee:
e M hat quasi zwei unendlich lange Halbbander.
e Ziel ist, den Inhalt beider Halbbiander von M auf einem unterzubringen.

e Dazu: Den Teil des Bandes, der zwei Zeichen links vom Input w
beginnt, umklappen:

Spur 1 ## ...4 #
Spur2#al...an#.”

e Die DTM M’ hat zwei Spuren, d.h. zwei Reihen von Zeichen, die auf
demselben Band untergebracht (kodiert) sind.

e Das Bandalphabet von M’ ist X/ D ¥ x .

28



DTM mit zweiseitig unbeschranktem Band

Beweis (Forts.) Sei M’ = ( K’,X’,6”,s ). M’ rechnet so:

e M/’ legt zunichst eine zweite Spur an,
e simuliert dann die Arbeit von M, und

e transformiert dann das Ergebnis wieder auf nur eine Spur herunter.
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