Grundlagen der Theoretischen Informatik

3. Endliche Automaten (l11)
4.05.2016

Viorica Sofronie-Stokkermans

e-mail: sofronie@uni-koblenz.de



Organisatorisches

e 1. Teilklausur: Mittwoch, 8.06.2015, D028, 14:30-15:30

Informationen werden iiber KLIPS zugeschickt.



Ubersicht

Determinierte endliche Automaten (DEAs)

Indeterminierte endliche Automaten (NDEAs)

Automaten mit epsilon-Kanten

Endliche Automaten akzeptieren genau die Typ-3-Sprachen
Pumping Lemma

Abschlusseigenschaften und Wortprobleme

Rational = Regulare Ausdriicke



DEA/NDEA

(Definition. ((Determinierter) endlicher Automat) Ein endlicher Automat (e.a.,\

DEA) ist ein Tupel A = (K, X, 9, sp, F). Dabei ist
e K eine endliche Menge von Zustinden,
e 2 ein endliches Alphabet
e §5: K XX — K die totale(!) Ubergangsfunktion,
e sy € K der Startzustand, und
e [ C K die Menge der finalen Zustande.

(Definition (Indeterminierter endlicher Automat) Ein indeterminierter endlicher
Automat (NDEA) ist ein Tupel A = (K, X, A, [, F). Dabei ist

e K eine endliche Menge von Zustinden,
e 2 ein endliches Alphabet,
e A C (K x X) x K eine Ubergangsrelation,

e | C K eine Menge von Startzustanden,

e F C K eine Menge von finalen Zustanden.




Determiniert / indeterminiert

r

Determinierter endlicher Automat
e Fiir einen Zustand g und eine Eingabe a
genau ein einziger Nachfolgezustand

o festgelegt durch ilibergangsfunktion ¢

\

»
Indeterminierter endlicher Automat

e Fiir einen Zustand g und eine Eingabe a
evtl. mehrere Nachfolgezustande — oder gar keiner

o festgelegt durch Ubergangsrelation A




Ubergangsfunktion

DEA: " : K x ¥* — K ist strukturell rekursiv iiber ¥* definiert:

0"(q.e) = gq
6"(q wa) = 4(57(q,w) a)

NDEA: A™ C (K X X£*) x K ist definiert durch:

A*((q.¢). q") gdw g =q
A"((q,wa), q") gdw 3q" € K (A" ((q.w), ¢ ) A A((q",a), ¢"))




Akzeptierte Sprache

( )

Definition (Von einem DEA Automaten akzeptierte Sprache). Die von einem
Automaten A akzeptierte Sprache, ist definiert als

L(A) = {we X" | §(s0,w) € F}

. y

Die Menge RAT := {L | es gibt einen endlichen Automaten A mit L = L(.A)} der
von endlichen Automaten akzeptierten Sprachen heiBt Menge der rationalen Sprachen

a y

Definition (Von einem NDEA akzeptierte Sprache)
Die von einem indeterminierten endlichen Automaten A akzeptierte Sprache ist

L(A) = {weX” |3IsseclIgeF :A"((so,w), q)}




Gleichmachtigkeit von DEA und NDEA

( )

Theorem. DEA gleich machtig wie NDEA
Eine Sprache ist rational

(es gibt einen determinierten endlichen Automaten, der sie akzeptiert)

gdw

es gibt einen indeterminierten endlichen Automaten, der sie akzeptiert.
. J
Beweis. ,,=":

e Sei L eine rationale Sprache.

e Dann gibt es laut Definition einen
determinierten endlichen Automaten Apga mit L = L(Apga).

e Jeder determinierte endliche Automat ist aber insbesondere auch ein
(besonderer) indeterminierter endlicher Automat.



Gleichmachtigkeit von DEA und NDEA

.

Theorem. DEA gleich machtig wie NDEA
Eine Sprache ist rational
(es gibt einen determinierten endlichen Automaten, der sie akzeptiert)

gdw

es gibt einen indeterminierten endlichen Automaten, der sie akzeptiert.

J

Beweis ,,<":

Sei Anpea = (K, X, A, [, F) ein (beliebiger) indeterminierter endlicher

Automat. Er akzeptiert die Sprache L(Anpga)-

Beweisidee: Konstruiere aus Anpga einen determinierten Automaten Apga

mit

L(Anpea) = L(Apea)

mit Hilfe einer Potenzmengenkonstruktion ...



Gleichmachtigkeit von DEA und NDEA

Beweis (Forsetzung)
Fortsetzung . ..
e Zustande in Apga bestehen aus Mengen von Zustinden von Anpea

e Wenn man in Axpea mit w nach g1, ..., gn gelangt,
dann gelangt man in Apga mit w nach ¢’ = {q1,...,qn}.

e Initialer Zustand von Apga:
Menge aller initialen Zustinde von Anpgea

e Finale Zustande von Apga:
Jede Menge von Zustande, die einen finalen Zustand von Apnpga
enthalt
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Gleichmachtigkeit von DEA und NDEA

Zunachst ein konkretes Beispiel

Ein NDEA, der die folgende Sprache akzeptiert:

Laabsaba = {w € {a, b}™ | w hat aab oder aba als Teilwort}
1O OO
(=)~
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Gleichmachtigkeit von DEA und NDEA

Zunachst ein konkretes Beispiel

Startzustand:
Menge der alten Startzustidnde, also {1,5}.

Nachster Schritt:
Ubergang von {1,5} mit a

A(l,a) = {1,2}
A(5,a) = {5,6}
Also, neuer Zustand {1, 2,5,6} mit

S Apen({1,5}, 2) = {1,2,5,6}
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Gleichmachtigkeit von DEA und NDEA

Zunachst ein konkretes Beispiel

Nachster Schritt:
Ubergang von {1,5} mit b.

A(l,b) = {1}
A(5,b) = {5}

Fiir den Eingabebuchstaben b bleibt Apga also im Startzustand.
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Gleichmachtigkeit von DEA und NDEA

Zunachst ein konkretes Beispiel

Nachster Schritt:
Ubergang von {1,2,5,6} mit a

A(l,a) = {1,2}
A(2,a) = {3}
A(5,a) = {5,6}
A(6,a) = 0

Also, neuer Zustand {1, 2,3,5,6} mit

Sapen({1,2,5,6},a) = {1,2,3,5,6}

usw.
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Gleichmachtigkeit von DEA und NDEA

Zunachst ein konkretes Beispiel
Es ergibt sich folgender determinierter Automat Apga:
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Gleichmachtigkeit von DEA und NDEA

Zunachst ein konkretes Beispiel
Es ergibt sich folgender determinierter Automat Apga:

Uberginge aller finalen Zustinde fiihren in finale Zustinde.
Vereinfachung: Man konnte die finalen Zustande zu einem zusammenfassen
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Gleichmachtigkeit von DEA und NDEA

Beweis (Fortsetzung)

Konstruktion des determinierten endlichen Automaten Apga formal:

Gegeben: Indeterminierter endlicher Automat

Anpea = (K, X, AL F)

Wir konstruieren: Determinierten endlichen Automaten
Apea = (K", X, 68, I’ F')
mit
o K/ =2K (die Potenzmenge von K)

e Ubergangsfunktion

§ 2K x ¥ - 2K mit §'(M, a) = U A(q, a)
geM
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Gleichmachtigkeit von DEA und NDEA

Beweis (Fortsetzung)

Konstruktion des determinierten endlichen Automaten Apgp formal:

Gegeben: Indeterminierter endlicher Automat

Anpea = (K, X, A 1L F)

Wir konstruieren: Determinierten endlichen Automaten
Apea = (K", 2,8, I’ F)
mit
o |" =1 (die Menge der initialen Zustdnde von Anpga)

o F/I={MCK | MNF #0}
(alle Zustandsmengen von Apnpga, die einen finalen Zustand enthalten)
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Gleichmachtigkeit von DEA und NDEA

Beweis (Fortsetzung)

Konstruktion des determinierten endlichen Automaten Apgp formal:

Gegeben: Indeterminierter endlicher Automat

Anpea = (K, X, AL F)

Wir konstruieren: Determinierten endlichen Automaten
Apea = (K", X, 68, I’ F')
mit
Merke:
e ) e K’
o §/(0,x) =0 fur alle x € X
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Gleichmachtigkeit von DEA und NDEA

Beweis (Fortsetzung)

Lemma: Fir alle w € ¥*: (M, w) = A*(q, w)

qeEM




Gleichmachtigkeit von DEA und NDEA

Beweis (Fortsetzung)

Lemma: Fir alle w € ¥*: (M, w) = A*(q, w)

qeEM

Beweis durch Induktion liber die Lange von w:
Induktionsanfang: |w| =0

8" (M.e) =M= |J{a} = | A*(q.¢)

qeM qeM

21



Gleichmachtigkeit von DEA und NDEA

Beweis (Fortsetzung)

Lemma: Fiir alle w € ¥*: 6" (M, w) = U cp A% (g, w)
Induktionsschritt:
6" (M, wa)
= 56" (M, w), a) Def. von *
Upes=(mw) AP, a) Definition von ¢’

= Upe(qSMA*m,w))A(p,a) Ind.-Vor. fiir 6"(M, w)

= {9’ |IgeM3Ipec A*(q,w):q" € A(p, a)}
{q’ | 3g € M q’ € A*(q,wa)} Def. von *
= Ugem A™(q, wa)
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Gleichmachtigkeit von DEA und NDEA

Beweis

(Schluss)

Es gilt fiir alle w € X*:

w € L(ApEa)

gdw &' *(I',w) € F’ (Def. der Sprache eines Automaten)
gdw 6" (I,w) € F’ (da I’ = I per Def.)
gdw &’(I,w)NF #( (Def. von F’)
gdw U, A" (g w)NF #0 (nach Lemma)
gdw g€ /3q’ € F (¢’ € A*(q, w))

gdw w € L(Anpea) (Def. der Sprache eines Automaten)
Damit: L(Apea) = L(Anpea) O
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Beispiel

Determinierter Automat fiir die Sprache

L = {a b}"{a}{a b}

(die Sprache aller Worter iiber {a, b}, deren zweitletzter Buchstabe a ist)

sl )

Idee: Im Zustand jeweils die letzten zwei Buchstaben merken
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Beispiel

Indeterminierter Automat fiir die Sprache

L = {a b}"{a}{a b}

(die Sprache aller Worter liber {a, b}, deren zweitletzter Buchstabe a ist)
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Beispiel

Indeterminierter Automat fiir die Sprache

L = {a b}"{a}{a b}

(die Sprache aller Worter liber {a, b}, deren zweitletzter Buchstabe a ist)

Konstruktion des determinierten endlichen Automaten: an der Tafel.
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Ubersicht

Determinierte endliche Automaten (DEAs)

Indeterminierte endliche Automaten (NDEAs)

Automaten mit epsilon-Kanten

Endliche Automaten akzeptieren genau die Typ-3-Sprachen
Pumping Lemma

Abschlusseigenschaften und Wortprobleme

Rational = Regulare Ausdriicke
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Automaten mit epsilon-Kanten
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Automaten mit s-Kanten

Vom NDEA zum Automaten mit e-Kanten
Bisher (NDEA): Kanten mit einem Buchstaben beschriftet

Jetzt (Automat mit e-Kanten): Kanten mit einem Wort beschriftet
Es darf auch das leere Wort ¢ sein!
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Automaten mit s-Kanten

Vom NDEA zum Automaten mit e-Kanten
Bisher (NDEA): Kanten mit einem Buchstaben beschriftet

Jetzt (Automat mit e-Kanten): Kanten mit einem Wort beschriftet
Es darf auch das leere Wort ¢ sein!

Ein Automaten mit e-Kanten kann ...
e in einem Schritt ein ganzes Wort verarbeiten

e cinen Zustandsiibergang machen, ohne dabei einen Buchstaben zu
lesen
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Automaten mit s-Kanten: Definition

Definiton. Ein Automat mit e-Kanten (e-NDEA) A ist ein Tupel
A=(K, X, A IF)

Dabei ist
e K eine endliche Menge von Zustanden,
e 2 ein endliches Alphabet,
e A C (K x X*) x K eine eine (endliche) Ubergangsrelation,
e /| C K eine Menge von Startzustanden,

e [ C K eine Menge von finalen Zustidnden
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Automaten mit e-Kanten: Ubergangsrelation

\
Definition. (Erweiterung von A zu A*)
A" C(KxX*)x K
ist (3hnlich wie fiir NDEASs) definiert durch:
A*((g.€), q") gdw q'=4q oder A((q,¢) q")
A*( (g, wiwz), ") gdw 3" e K
A*((q,w1), ) vV A((q,w1), 47)
N
A*((q" w2), ") vV A((q", w2), ")
J

32



Automaten mit c=-Kanten: Akzeptierte Sprache

r

Definition. Die von einem Automaten mit e-Kanten
A=(K, L, A IF)
akzeptierte Sprache ist

L(A)={weX™ | I3speldge F A*((s0,w)q) }
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Automaten mit s-Kanten: Beispiel

Beispiel
ba

‘ <
/@ ©

Akzeptiert: {aba}*{b}{b}* + {aba}*{a} + {ba}
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Gleichmachtigkeit von Automaten mit s-Kanten

und NDEAs

r

Theorem (c-NDEA gleich machtig wie NDEA)

Zu jedem Automaten mit e-Kanten A existiert ein indeterminierter end-
licher Automat A’ mit

L(A) = L(A")

35



Gleichmachtigkeit: Beweis

Transformation von A in einen NDEA ohne e-Kanten
1. Ersetze Uberginge:
e mit nur einem Buchstaben markiert — beibehalten

e mit einem Wort w markiert (|w| = n) —  ersetze durch n Uberginge
(verwende n — 1 neue, zusdtzlicher Zustinde)

e =-Uberginge — statt diesen

A((q.a), ")

fiir jedes Paar

A((g.a), ¢") und A((q'.¢), ")
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Gleichmachtigkeit von Automaten mit s-Kanten
und NDEAs

Beweis (Fortsetzung)

Transformation von A4 in einen NDEA ohne =-Kanten

2. Zusatzliche Initialzustdnde:
Falls g € | und A*( (q,¢), q’), dann auch ¢’ € I

3. Finalzustiande bleiben unverandert
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Gleichmachtigkeit: Beispiel

Beispiel. Der Automat mit e-Kanten ...

‘ <
/@ ©

Akzeptiert: {aba}*{b}{b}* + {aba}*{a} + {ba}

ba

38



Gleichmachtigkeit: Beispiel

1. Ersetze Uberginge:

e Die mit einem Buchstaben markierten Uberginge: beibehalten.
b b .
s1 — S» und s» — sy bleiben.

e Ubergang s; —> si:

Neue Zustande: p(apa1): P(aba,2)-

Ubergang s; 24 s1 ersetzt durch

a b a
S1 — P(aba,1) =7 P(aba,2) — S1-

e Ubergang sg _ba, S3:
Neuer Zustand: p(p, 1).

- b b
Ubergang sy — s3 ersetzt durch sy — P(ba,1) 2 3.

39



Gleichmachtigkeit: Beispiel

1. Ersetze Uberginge:

(Fortsetzung)

Statt e-Uberginge:
o A((s1, b),s2) und A((s2,€), s3) : neuer Ubergang: A((sy, b), s3).
o A((s2, b),s2) und A((s2,€), s3) : neuer Ubergang: A((s2, b), s3).

2. Zusatzliche Initialzustande:
Da sop € I und A((sp,€),s1), dann auch s; € I.

3. Finalzustiande bleiben unverandert
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Gleichmachtigkeit: Beispiel

Beispiel. ... wird transformiert in den dquivalenten NDEA

b
>()

i/@a\\GD/

a,b
P (aba,l) b Y (aba,2)
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Gleichmachtigkeit von Automaten mit s-Kanten

und NDEAs

r

Theorem (c-NDEA gleich machtig wie NDEA)

Zu jedem Automaten mit e-Kanten A existiert ein indeterminierter end-
licher Automat A’ mit

L(A) = L(A")

42



Ubersicht

Determinierte endliche Automaten (DEAs)

Indeterminierte endliche Automaten (NDEAs)

Automaten mit epsilon-Kanten

Endliche Automaten akzeptieren genau die Typ-3-Sprachen
Pumping Lemma

Abschlusseigenschaften und Wortprobleme

Rational = Regulare Ausdriicke
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Jetzt

Determinierte endliche Automaten (DEAs)

Indeterminierte endliche Automaten (NDEAs)

Automaten mit epsilon-Kanten

Endliche Automaten akzeptieren genau die Typ-3-Sprachen
Pumping Lemma

Abschlusseigenschaften und Wortprobleme

Rational = Regulare Ausdriicke
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Satz von Kleene

Theorem (Satz von Kleene: RAT = L3)
Eine Sprache L ist rational gdw L ist regular.

Merke:
L ist rational heiBt: es gibt einen endlichen Automaten, der L akzeptiert

L ist regular heiBt: es gibt eine rechtslineare Grammatik fiir L
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Satz von Kleene

Stephen Cole Kleene (1909 — 1994)
e Mathematiker und Logiker

e Promovierte bei Church in Princeton
(wie Turing und viele andere)

e Professor an der Universitat von Wisconsin
e Einer der Begriinder der theoretischen Informatik

e Unter anderem:

Erfinder der Reguldren Ausdriicke
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Satz von Kleene

Theorem (Satz von Kleene: RAT = Lj)

Eine Sprache L ist rational gdw L ist regular.

Beweis:

.= zu zeigen:
Wenn eine Sprache L von einem endlichen Automaten A akzeptiert wird,
ist sie regular (wird von einer rechtslinearen Grammatik akzeptiert).

Sei also L = L(.A) fiir einen endlichen Automaten A = (K, X, 4, so, F)

Dazu konstruieren wir eine Grammatik G = (V, T, R, S):

Automat A: in Zustand g, liest ga, geht in Zustand g’

Grammatik:  Variable g, erzeugt a neue Variable g’
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Satz von Kleene

Beweis (Fortsetzung) Formale Definition der Grammatik:

vV = K
r = X
S = s
R = {qg—aq | g a)=q }U

{g—=¢ | qgeF}

Durch Induktion iiber die Lange eines Wortes w:

S =7 wq gdw 60" (sp, w) = q

Daraus: S—=*w gdw 3JgeF (S=I wg—= w)
gdw dge€eF (5*(50, w) = q)
gdw w € L(A)



Satz von Kleene

Beweis (Fortsetzung) “<"  zu zeigen:

Wenn eine Sprache L regular ist

(sie wird von einer rechtslinearen Grammatik akzeptiert),
dann gibt es einen endlichen Automaten A der sie akzeptiert.

Sei also L = L(G) fiir eine rechtslineare Grammatik G = (V, T, R, S)
Dazu konstruieren wir einen e-NDEA A = (K, X, A, I, F) mit:

K = VU/{Qstop} (gstop neu)
| = {S}
> = T

F = {Qqstop}
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Satz von Kleene

Beweis (Fortsetzung)
Definition von A:
A((X,u), XI) =g X—->uX'€R
A((X,u), Gstop) <=ger X —>UuUER
fir X, X’ e Kund ue x*

Durch Induktion iiber die Lange einer Ableitung:

S :>2 w gcl_w A*( (5, W), dstop ) gd_w w & L(A)

Wegen Gleichmachtigkeit von e-NDEA- mit DEA-Automaten gibt es dann
auch einen determinierten endlichen Automaten, der L akzeptiert.

[
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Satz von Kleene

Beispiel:

Grammatik G mit Regeln

S — abaS
S — aabs

S — ¢

Sprache

L(G) = {aba, aab}™

(

e-NDEA:

()
O

aba

aab
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Nachste Vorlesung

Determinierte endliche Automaten (DEAs)

Indeterminierte endliche Automaten (NDEAs)

Automaten mit epsilon-Kanten

Endliche Automaten akzeptieren genau die Typ-3-Sprachen
Pumping Lemma

Abschlusseigenschaften und Wortprobleme

Rational = Regulare Ausdriicke
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