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Universelle determinierte Turing-Maschinen

Vergleich Turing-Maschine / ,,normaler* Computer

e Eine Turing-Maschine hat eine vorgegebenes ,,Programm” (Regelmenge)

e , Normale” Computer konnen beliebige Programme ausfiihren.

Tatsachlich geht das mit Turing-Maschinen auch!



Universelle determinierte Turing-Maschinen

Turing-Maschine, die andere Turing-Maschinen simuliert

e Universelle TM U4 bekommt als Eingabe:
— die Regelmenge einer beliebigen Turing-Maschine M und
— ein Wort w, auf dem M rechnen soll.

e U simuliert M, indem sie jeweils nachschligt, welchen §-Ubergang M
machen wiirde.



Universelle determinierte Turing-Maschinen

Standardisierung von Alphabet, Zustandsmenge, Startzustand

e Unendliches Alphabet ¥ = {ag, a1, ...},
so dass das Alphabet jeder DTM eine Teilmenge von 2 ist.

e Namen der Zustande einer DTM sind egal.

Sie seien also g1, ..., gn
(n kann dabei von DTM zu DTM verschieden sein).

e Sei g1 immer der Startzustand, und
bezeichne g den Haltezustand

Damit:

Wir konnen eine DTM komplett beschreiben,
indem wir nur ihre §-Uberginge beschreiben.



Universelle determinierte Turing-Maschinen

(Mogliche) Kodierung der Ubergangsrelation Die DTM Ly habe die
Regeln

qu. # — gL q,# — h#
qg.| — gL q,| = gl

Dabei sei: # = ag und | = a1

Dann kann die DTM LZ# so beschrieben werden:

40 d1

Z S 2\S 2\

L L oder kiirzer:
a9 - | 9 Z 5005 2)

a2 || hyao | g2, L




Universelle determinierte Turing-Maschinen

(Mégliche) Kodierung der Ubergangsrelation Dabei steht:

e / fiir “nachste Zeile”
e S fiir “nachste Spalte”
e )\ fiir “links”, p fiir “rechts”

e die Zahl n fir den n-ten Zustand und fiir das n-te Zeichen von > .

Damit ist die DTM insgesamt durch ein einziges Wort beschrieben:

ZS2)A52)0Z50052)\



Universelle determinierte Turing-Maschinen

Godelisierung

Ein Verfahren, jeder Turing-Maschine eine Zahl oder ein Wort (Gdédelzahl
bzw. Godelwort) so zuzuordnen, dass man aus der Zahl bzw. dem Wort die
Turing-Maschine effektiv rekonstruieren kann.
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Entscheidbar/Aufzihlbar

Akzeptieren
Eine DTM akzeptiert eine Sprache L, wenn sie
e fiir jedes Eingabe-Wort w € L irgendwann hialt

e fiir jedes Wort v € L unendlich lang rechnet oder hiangt

Entscheiden
Eine DTM entscheidet eine Sprache L, wenn sie
e fiir jedes Eingabe-Wort w € L hilt mit dem Bandinhalt Y ("Yes”)

o fiir jedes Wort v & L hilt mit dem Bandinhalt N (“No")
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Akzeptierbarkeit und Entscheidbarkeit

\

Definition [Entscheidbar]
L sei eine Sprache iiber > mit #, N, Y &€ X.

M= (K,%, J,s ) sei eine DTM mit ¥y C .
M entscheidet L, falls fiir alle w € X2 gilt:

h,#Yﬁ falls w € L

s, Hw# ;)
=M h, #Nﬁ sonst

L heiBt entscheidbar, falls es eine DTM gibt, die L entscheidet.
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Akzeptierbarkeit und Entscheidbarkeit

Definition [Akzeptierbar]
L sei eine Sprache iiber > mit #, N, Y &€ X.

M= (K, X, d,s) sei eine DTM mit £y C X.
M akzeptiert ein Wort w € X3, falls M bei Input w halt.
M akzeptiert die Sprache L, falls fiir alle w € X gilt:

M akzeptiert w genau dann wenn w € L

L heiBt akzeptierbar (oder auch semi-entscheidbar),
falls es eine DTM gibt, die L akzeptiert.

\_
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Rekursiv aufzahlbar

Definition [Rekursiv Aufzdhlbar (recursively enumerable)]
L sei eine Sprache iiber > mit #, N, Y &€ X.

M= (K,%, J,s ) sei eine DTM mit ¥y C .

M zahlt L auf, falls es einen Zustand gqg € K gibt (den Blinkzustand),

so dass:

L={weXy|uel” :s,ﬁl—j‘w qB,#Wﬁu}

L heiBt rekursiv aufzahlbar, falls es eine DTM gibt, die L aufzihlt.
\_

J
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Rekursiv aufzahlbar

Achtung: aufzahlbar # abzdhlbar.

Unterschied

M abzdhlbar: Es gibt eine surjektive Abbildung der natiirlichen Zahlen auf M

M aufzahlbar: Diese Abbildung kann von einer Turing-Maschine berechnet werden.

J

Wegen Endlichkeit der Worter und des Alphabets sind alle Sprachen
abzahlbar.

Aber nicht alle Sprachen sind aufzihlbar.
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Aufzahlbarkeit /Entscheidbarkeit /Unentscheidbarkeit

Fragen:
Gibt es nicht-aufziahlbare Probleme?

Gibt es nicht-entscheidbare Probleme?
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Aufzahlbarkeit /Entscheidbarkeit /Unentscheidbarkeit

Fragen:
Gibt es nicht-aufziahlbare Probleme?

Gibt es nicht-entscheidbare Probleme?

Antwort: Ja, es gibt nicht-aufzihlbare Probleme und
es gibt nicht-entscheidbare Probleme.

Beweis: Die Menge aller Sprachen ist nicht abzdhlbar
Die Turingmaschinen konnen abgezahlt werden: My, Mo, . ..

Die Machtigkeit der Menge aller Sprachen ist groBer
als die Machtigkeit der Menge aller Turingmaschinen.

— es gibt Sprachen, fiir denen es keine TM gibt, die sie aufzahlt.

— es gibt Sprachen, fiir denen es keine TM gibt, die sie entscheidet.

17



Rekursiv aufzahlbar: Beispiele

Rekursiv aufzahlbar aber nicht entscheidbar

Folgende Mengen sind rekursiv aufzihlbar aber nicht entscheidbar:
e Die Menge der Godelisierungen aller haltenden Turing-Maschinen
e Die Menge aller terminierenden Programme

e Die Menge aller allgemeingiiltigen pradikatenlogischen Formeln
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Akzeptierbar = Rekursiv aufzahlbar

Theorem [Akzeptierbar = Rekursiv Aufzahlbar].
Eine Sprache ist genau dann rekursiv aufzihlbar, wenn sie akzeptierbar ist.
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Akzeptierbar = Rekursiv aufzahlbar

Theorem [Akzeptierbar = Rekursiv Aufzdhlbar].

Eine Sprache ist genau dann rekursiv aufzihlbar, wenn sie akzeptierbar ist.

Beweis “=

Sei L rekursiv aufzahlbar
Es gibt also eine DTM M/, die L aufzihlt.

(Zur Erinnerung:
M zahlt L auf, falls es einen Zustand gg € K gibt (den Blinkzustand),
so dass:

L={weXy|uel” s #F\qs #wHu}

L W

Zu zeigen: L ist akzeptierbar, d.h. es existiert eine DTM, die L akzeptiert.
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Akzeptierbar = Rekursiv aufzahlbar

Beweis (Fortsetzung)
Wir konstruieren aus M, eine 2-DTM M, die L akzeptiert:

e M wird gestartet mit

so, HWH
i

e M simuliert auf Band 2 die Maschine M;.

e Wenn M, den Blinkzustand gg erreicht, dann enthilt Band 2 von M
ein Wort

#w'#u

mit w’/ € L.
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Akzeptierbar = Rekursiv aufzahlbar

Beweis (Fortsetzung)
e Nach erreichen des Blinkzustands:
M vergleicht w und w’.
— Falls w = w’/, dann hilt M: w € L.
— Ansonsten simuliert M auf Band 2 weiter die Arbeit von M.

e Wenn M, hilt, ohne das Wort w auf Band 2 erzeugt zu haben,
gerat M in eine Endlosschleife.
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Akzeptierbar = Rekursiv aufzahlbar

Beweis (Fortsetzung)
l‘¢"

Sei L akzeptierbar
Es gebe also eine DTM M/, die L akzeptiert.

Zu zeigen: L ist rekursiv aufzidhlbar.
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Akzeptierbar = Rekursiv aufzahlbar

Beweis (Fortsetzung)

ll¢"

Sei L akzeptierbar

Es gebe also eine DTM M/, die L akzeptiert.
Zu zeigen: L ist rekursiv aufzihlbar.

Wir konstruieren eine DTM M, die L rekursiv aufzahlt.

Grundidee:
e die Worter aus >* der Reihe nach aufzihlen
e jedes Wort der Maschine M/ vorlegen

e wenn M, das Wort akzeptiert, in den Blinkzustand gg gehen
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Akzeptierbar = Rekursiv aufzahlbar

Beweis (Fortsetzung)

Problem: M, akzeptiert, sie entscheidet nicht.

Wenn M ein Wort nicht akzeptiert, rechnet sie unendlich.

Losung: Wir betrachten die Rechnung von M/, zu allen Wértern aus >*
gleichzeitig.

25



Akzeptierbar = Rekursiv aufzahlbar

Beweis (Fortsetzung)

Y ={wy, wo, w3, ...} (in lexikalischer Reihenfolge aufgezihlt).

Dann rechnet M so:

e Im ersten Durchlauf berechne den ersten Rechenschritt von M fiir
Wi .

e |Im zweiten Durchlauf berechne

— die ersten zwei Rechenschritte von M/ fir wy,

— einen Rechenschritt fur ws.

e |m dritten Durchlauf berechne drei Rechenschritte fur wy, zwei fiir wo
und einen fiir w3z und so weiter.

Immer wieder bei der Startkonfiguration anfangen: So miissen wir uns den
Bandinhalt der Rechnung von M/, zu w; nach j Schritten nicht merken.

26



Akzeptierbar = Rekursiv aufzahlbar

Beweis (Fortsetzung)

Wenn M so rechnet, dann gilt:

e M fangt fiir jedes w; € X* in endlicher Zeit (ndmlich im i-ten
Durchlauf) an, die Arbeit von M/ zu w; zu simulieren, und

e falls w; € L und falls M, gestartet mit s, #W;ﬁ, in j Schritten einen
Haltezustand erreicht, dann erreicht M nach endlicher Zeit (ndmlich

im j 4 j-ten Durchlauf) den Haltezustand von M/ in der Rechnung zu
w;.
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Akzeptierbar = Rekursiv aufzahlbar

Beweis (Ende)

e Wenn M bei Simulation von M, zur Eingaben w; auf eine
Haltekonfiguration trifft, dann ist w; € L.

e M nimmt dann eine Konfiguration
qB, # WU,
ein — gg ist der Blinkzustand.

e In der Nebenrechnung u; steht, welche Teilrechnung von M, als
nachste zu simulieren ist.

Also zdhlt M die w € L™ auf, fiir die M, halt, und das sind gerade die
wel O
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Entscheidbarkeit und Akzeptierbarkeit

Theorem. Jede entscheidbare Sprache ist akzeptierbar.

Beweis

Sei L eine entscheidbare Sprache und M eine DTM, die L entscheidet.

Dann wird L akzeptiert von der DTM M/,
die zundachst M simuliert und danach in eine Endlosschleife geht, falls M
mit h, #N# endet.
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Entscheidbarkeit und Akzeptierbarkeit

Theorem [Komplement einer entscheidbaren Sprache ist entscheidbar]
Das Komplement einer entscheidbaren Sprache ist entscheidbar.
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Entscheidbarkeit und Akzeptierbarkeit

Theorem [Komplement einer entscheidbaren Sprache ist entscheidbar]
Das Komplement einer entscheidbaren Sprache ist entscheidbar.

Beweis

Sei L eine entscheidbare Sprache und M eine DTM, die L entscheidet.

Dann wird L entschieden von einer DTM M/,

die genau wie M rechnet
und nur am SchluB die Antworten Y und N vertauscht. O
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Entscheidbarkeit und Akzeptierbarkeit

o

Theorem [Charakterisierung von Entscheidbarkeit]
Eine Sprache L ist genau dann entscheidbar, wenn
sie und ihr Komplement akzeptierbar sind.
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Entscheidbarkeit und Akzeptierbarkeit

Theorem [Charakterisierung von Entscheidbarkeit]
Eine Sprache L ist genau dann entscheidbar, wenn

sie und ihr Komplement akzeptierbar sind.

o

Bewels

=
Sei L ist entscheidbar.
Zu zeigen: L und L sind akzeptierbar.

e [ ist entscheidbar, also ist L akzeptierbar
e [ ist entscheidbar, also ist L entscheidbar

e L ist entscheidbar, also ist L akzeptierbar
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Entscheidbarkeit und Akzeptierbarkeit

Beweis (Fortsetzung)

<«
Seien L und L akzeptierbar.
Zu zeigen: L ist entscheidbar.

e Sei Mj eine DTM, die L akzeptiert.
e Sei M> eine DTM, die L akzeptiert.

Daraus konstruieren wir eine 2-DTM M, die L entscheidet:

e M wird gestartet mit

S0, H#WH
i

e M kopiert w auf Band 2.
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Entscheidbarkeit und Akzeptierbarkeit

Beweis (Ende)

e M simuliert abwechselnd
— einen Schritt von M auf Band 1 und
— einen Schritt von M5 auf Band 2.

e Das tut M, bis entweder M7 oder M> halt.
e Eine von beiden muss halten: w gehért entweder zu L oder zu L.

e Wenn M hilt, dann halt M mit
— #Y# auf Band 1 und
— # auf Band 2.

e Wenn M hilt, dann halt M mit
— #N# auf Band 1 und
— ﬁ auf Band 2. O
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Rekursiv Aufzahlbar = Typ 0

Zur Erinnerung

Formale Sprachen sind vom Typ 0, wenn sie durch beliebige Grammatiken
(keinerlei Einschriankungen) erzeugt werden kdénnen.
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Rekursiv Aufzahlbar = Typ 0

r

Theorem [Rekursiv aufzdhlbar = Typ 0].

Die rekursiv aufzahlbaren Sprachen
(also die durch DTMn akzeptierbaren Sprachen)

sind genau die durch beliebige Grammatiken erzeugten Sprachen
(also die vom Typ 0).
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Rekursiv Aufzahlbar = Typ 0

‘Theorem [Rekursiv aufzdhlbar = Typ 0].
Die rekursiv aufzahlbaren Sprachen
(also die durch DTMn akzeptierbaren Sprachen)
sind genau die durch beliebige Grammatiken erzeugten Sprachen

(also die vom Typ 0).

. J

Beweisidee

e /Zu jeder Turing-Maschine kann eine Grammatik konstruiert werden,
deren Ableitungsschritte die Rechenschritte der TM simulieren
(spezielle Variable markiert Position des Schreib- /Lesekopfes).

e Zu jeder Grammatik kann eine indeterminierte Turing-Maschine (und
damit auch eine DTM) konstruiert werden, deren Rechenschritte den
Ableitungsschritten der Grammatik entsprechen.

Beweisdetails: Buch von Erk und Priese, Seiten 198-201.
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Zentrale Fragestellung

2

Welche Funktionen sind durch einen Algorithmus berechenbar?
bzw.

Welche Problemen sind durch einen Algorithmus entscheidbar?

WV,

Die Motivation, die Entscheidbarkeit und Unentscheidbarkeit zu
studieren, stammt urspriinglich von dem Mathematiker David Hilbert: A

Anfang des 20. Jahrhunderts formulierte er einen Forschungsplan,
dessen Ziel die Entwicklung eines Formalismus was, in dem man

alle mathematischen Probleme |osen konnte.

41



Zentrale Fragestellung

Welche Funktionen sind durch einen Computer berechenbar?
bzw.

Welche Probleme kann ein Computer entscheiden?

Um diese Fragen in einem mathematisch exakten
Sinne klaren zu konnen, miissen wir
klaren was eigentlich ein Computer ist.

Rechnermodell: Turingmaschinen _
Alan Turing
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Church-Turing These

Es wurde festgestellt, dass alle verniinftigen Modelle zur Spezifikation der
algorithmischen Losbarkeit aquivalent zu Turingmaschinen sind.

mehr dariiber: Vertiefung Theoretische Informatik

Dies fiihrte zu der Formulierung der sogenannten Church-Turing These:

( Y

Church-Turing These
Die Klasse der Turing berechenbaren Funktionen

stimmt mit der Klasse der “intuitiv berechenbaren’
Funktionen Uberein.

L J
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Beispiel einer nicht berechenbaren Funktion

r

Definition (Busy Beaver Funktion)
Die Funktion BB : N — N sei wie folgt definiert

n — BB(n) := die maximale Anzahl an Einsen, die eine haltende DTM
mit maximal n Zustianden auf einem leeren Band erzeu-
gen kann

44



Beispiel einer nicht berechenbaren Funktion

r

Definition (Busy Beaver Funktion)
Die Funktion BB : N — N sei wie folgt definiert

n — BB(n) := die maximale Anzahl an Einsen, die eine haltende DTM
mit maximal n Zustianden auf einem leeren Band erzeu-
gen kann

BB wachst extrem schnell

Exakte Werte von BB(n) fiir n > 4 nicht bekannt.

e BB(4) > 4098
o BB(5) > 1,29 % 1080
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Beispiel einer nicht berechenbaren Funktion

Theorem

BB wachst zu stark um berechenbar zu sein:
Es gibt keine DTM, die BB berechnet.

Beweis (erster Teil)

Man kann immer mindestens ein | mehr erzeugen, wenn man einen weiteren
Zustand zur Verfiigung hat:

e man benennt den Haltezustand um in gney, und geht in den richtigen
Haltezustand h nur, wenn man in gne, ein Blank # gelesen hat.
Zusatzlich ersetzt man das Blank durch |).

e Wenn man ein | liest, geht man nach rechts und bleibt in gpey.
Damit haben wir bewiesen:

BB wachst streng monoton.
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Beispiel einer nicht berechenbaren Funktion

Beweis (zweiter Teil)

Angenommen, es gabe eine DTM Mpgg, die BB berechnet.
Sie habe ng Zustande.

Wir betrachten folgende zusammengesetzten Maschine:
e zuerst schreibt sie m Einsen auf das leere Band
e dann fiihrt sie Mpgg aus

Diese Maschine kommt mit ng + | 7 | + 10 Zustdnden aus.

Sei nun m so groB, dass

m>n0+gJ+1o

Dann schreibt die neue Maschine BB(m) Einsen auf das Band und arbeitet

mit streng weniger als m Zustanden: Widerspruch. O
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Godelisierung von DTMs

r

Definition (Godelnummern von DTMs)
DTMn werden als Godelzahlen kodiert:

e DTMs koénnen als Godelworter dargestellt werden.

e Die Buchstaben der Godelworter konnen in Ziffern kodiert wrden,
um Godelnummern zu bekommen.

e Notation: g(M) fiir die Godelnummer der DTM M.
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Godelisierung von DTMs

-

.

Definition (Jede Zahl ist Gédelnummer)

Jede natiirliche Zahl n soll Godelnummer einer DTM M, sein.

Wir definieren

M, falls g(M) =n
Mpay  falls AM g(M) =n

Mn .=

Mz ist eine TM, die sofort anhalt und weiter nichts tut.
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Halteproblem

Definition [Allgemeines Halteproblem]

Das allgemeine Halteproblem ist die Frage, ob die DTM mit Gédelnum-

mer n bei Eingabe i/ hilt.

Es entspricht der Sprache

Haig = {(n, i) | M hélt bei Eingabe i}.

50



Halteproblem

r

Definition [Spezielles Halteproblem]

Das spezielle Halteproblem ist die Frage, ob die DTM mit Goédelnummer
n bei Eingabe n hilt.

Es entspricht der Sprache

H = {n | M, hilt bei Eingabe n}.
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Halteproblem

Definition [Null-Halteproblem]
Das Null-Halteproblem ist die Frage, ob die DTM mit Goédelnummer n
bei leerer Eingabe hilt.

Es entspricht der Sprache

Ho := {n | M hélt bei leerer Eingabe}

Manchmal auch:
“bei Eingabe 0" anstatt “bei leerer Eingabe™.
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Leerheitsproblem

Definition [Leerheitsproblem]
Das Leerheitsproblem ist die Frage, ob die DTM mit Gédelnummer n bei
keiner Eingabe aus X* halt.

Es entspricht der Sprache

E :={n| M, halt bei keiner Eingabe aus ¥*}.
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Totalitatsproblem

Definition [Totalitdtsproblem]
Das Totalitatsproblem ist die Frage, ob die DTM mit Goédelnummer n
bei jeder Eingabe aus 2 * hilt.

Es entspricht der Sprache

T :={n | M, halt bei jeder Eingabe aus ¥*}.
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Gleichheitsproblem

Definition [Gleichheitsproblem]

Das Gleichheitsproblem ist die Frage, ob die DTM mit Gédelnummer n
die gleiche Sprache iiber ¥ akzeptiert wie die DTM mit Godelnummer m.

Es entspricht der Sprache

€q:={(n, m) |

M, akzeptiert die gleiche

Sprache iiber ¥ wie My, }.

~
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Entscheidbarkeitsproblem

Definition [Entscheidbarkeitsproblem]
Das Entscheidbarkeitsproblem ist die Frage, ob die DTM mit Gédelnum-

mer n eine entscheidbare Sprache iiber X akzeptiert.

Es entspricht der Sprache

Ent:={n| M, akzeptiert eine

entscheidbare Sprache iiber ¥}.

~
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Unentscheidbarkeit des Halteproblems

-

Theorem (Halteproblem ist unentscheidbar)
Das spezielle Halteproblem H := {n | M, hélt bei Eingabe n}
ist unentscheidbar.

Beweis: Nachste Vorlesung.
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