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Organisatorisches

e 1. Teilklausur: Mittwoch, 21.06.2017, D028, 14:30-15:30

Anmeldung bis Sonntag, 18.06.2016, 20:00 Uhr
tiber MeToo moglich

Bald: Alte Teilklausuren + Musterlésungen auf der Webseite der
Ubung verfiigbar (zum Uben)

Question/Answer Session: Mittwoch, 14.06.2017

Wer am 21.06 nicht angemeldet ist, kann an der Teilklausur nicht

teilnehmen.

Wenn Sie an der Teilklausur nicht teilehmen mochten, melden Sie
sich bitte ab.
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Rational = Regulare Ausdriicke
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Pumping-Lemma

-

.

“Aufpumpbarkeit” (informell)

Lange Worter x € L lassen sich zerlegen

X = uvw v >1
so dass
uvww...vw = uvw
N —
i mal

wieder in L liegt (fiir alle m > 1)




Pumping-Lemma

Pumping Lemma (informell)

Zu jeder regularen Sprache L gibt es ein n € N, so dass

alle Worter
wel mit |w| > n

aufgepumpt werden kénnen




Pumping-Lemma: Formal

Theorem (Pumping-Lemma fiir L3-Sprachen)

Sei L € RAT. Dann existiert ein n € N, so dass:

Fiir alle
xeL mit |x|>n

existiert eine Zerlegung

X = Uvw uv,wex®
mit
o |v|>1
o |v|<n

e uwvm™w €L fiuralle meN

\




Pumping-Lemma: Beweis

Beweis: folgt nach Beispielen



Pumping-Lemma: Umkehrung

Korollar.
Wenn fiir eine Sprache das Pumping-Lemma nicht gilt,
dann ist sie nicht regular.

Vorsicht
e Es gibt nicht-regulare Sprachen, fiir die das Pumping-Lemma gilt.

(Beispiel: L ={a"b"c" | m,n> 1} U{b"c" | m,n > 0})

e Daraus, dass das Pumping-Lemma fiir eine Sprache gilt,
folgt nicht, dass sie regular ist.



Pumping-Lemma:Anwendung der Umkehrung

Beispiel
Folgende Sprachen sind nicht regular:

1. Ly :={a'ba’ | i €N}

2. Ly :={aP | p ist Primzahl}
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Pumping-Lemma: Anwendung der Umkehrung

Beweis der Nichtregularitat von L;

Zu
L, :={a'ba' | i e N}

Annahme: L;j ist regular.
Dann gilt fiir L; das Pumping-Lemma.

Sei n die Zahl aus dem Pumping-Lemma.

Dann muss sich das Wort
a"ba" € L

aufpumpen lassen (da |a"ba"| > n).

Sei a"ba" = uvw eine passende Zerlegung laut Lemma.
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Pumping-Lemma: Anwendung der Umkehrung

Beweis der Nichtregularitit von L; (Forts.)

1. Fall: u=2a% v=2a,w=aba" mit i,k>0,j>0und k+j+1=n.
Einmal aufpumpen (m = 2) ergibt:

uwlw = aka¥ a' ba" = KAt pa" = " pa" & 14

Widerspruch zum Lemmal
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Pumping-Lemma: Anwendung der Umkehrung

Beweis der Nichtregularitit von L; (Forts.)
1. Fall: u=2a% v=2a,w=aba" mit i,k>0,j>0und k+j+1=n.
Einmal aufpumpen (m = 2) ergibt:
uwlw = aka¥ a' ba" = KAt pa" = " pa" & 14
Widerspruch zum Lemmal

2. Fall: v=2a"pa! v=2a,w=2ak

Widerspruch zum Lemma! (analog zu Fall 1)
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Pumping-Lemma: Anwendung der Umkehrung

Beweis der Nichtregularitit von L; (Forts.)

1. Fall: u=a"v=2a,w=aba" miti,k>0,j>0und k+j+i=n.
Einmal aufpumpen (m = 2) ergibt:

uwlw = aka¥ a' ba" = KAt pa" = " pa" & 14

Widerspruch zum Lemmal

2. Fall: u=a"pa',v=2a,w=aX
Widerspruch zum Lemma! (analog zu Fall 1)

3. Fall: u=aXv=aba,w=a mitk+j=i+/=nundi j, k |>0
Einmal aufpumpen (m = 2) ergibt:

w?w = akdba'd ba'a' = A pa' I bat! ¢ L,

Widerspruch zum Lemmal
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Pumping-Lemma: Anwendung der Umkehrung

Beweis der Nichtregularitit von L; (Forts.)

Also: Annahme falsch.

Also: L1 nicht regular. O
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Pumping-Lemma: Anwendung der Umkehrung

Beweis der Nichtregularitat von L

Zu
L, := {aP | p ist Primzahl }

Annahme: Ly ist regular.
Dann gilt fiir L, das Pumping-Lemma.
Sei n die Zahl aus dem Pumping-Lemma.

Dann muss sich jedes Wort
aPel, mit p>n

aufpumpen lassen.

Sei aP = uvw eine passende Zerlegung laut Lemma.
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Pumping-Lemma: Anwendung der Umkehrung

Beweis der Nichtregularitit von Ly (Forts.)
Sei
aP = uvw = a'd/ a¥
also
i+j+k=p>n und 0<yj<n

17



Pumping-Lemma: Anwendung der Umkehrung

Beweis der Nichtregularitit von Ly (Forts.)
Fall 1: /+ k > 1.
Pumpe (i 4+ k) mal:

uvl—l—kW _ ala/(l—l—k) ak

Nach Pumping-Lemma liegt dieses Wort in L, d. h.

i+j(i+k)+k prim
Aber Widerspruch:
i+j(i+k)+k = i+ij+jk+k
i(1+j)+(0+1)k
= i(1+4)) + k(1+))
= (I +k)(1+))
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Pumping-Lemma: Anwendung der Umkehrung

Beweis der Nichtregularitit von L, (Forts.)
Fall 2: i+ k =1.
Pumpe (j + 2) mal:
ud T2 = ol FUT2) gk
Nach Pumping-Lemma liegt dieses Wort in L, d. h.
i+jG+2)+k prim
Aber Widerspruch!:
i+jU+2)+k = 1+j(G+2)
= 1+4+2j+/°
= (1+J)

Also:  Annahme falsch. L[> nicht regular. O
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Pumping-Lemma: Beweis

Theorem (Pumping-Lemma fiir L3-Sprachen)

Sei L € RAT. Dann existiert ein n € N, so dass:

Fiir alle
xeL mit |x|>n

existiert eine Zerlegung

X = uvw u,v,wex”®
mit
o |v|>1
o |v|<n

e uwvm™w €L fiuralle meN

\

20



Pumping-Lemma: Beweis

Beweis. Sei L eine reguldare Sprache.

1. Fall: L ist endlich.
Sei wmax das langste Wort in L.

Wir setzen

n .= |Wmax| +1

Dann gibt es keine Wérter x € L, fiir die |x| > n gilt.

Also gilt dann das Pumping-Lemma trivialerweise.
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Pumping-Lemma: Beweis

Beweis (Fortsetzung)
2. Fall: L ist unendlich.
Sei
A: (K,Z,5,SO,F)

ein endlicher Automat (DEA), der L akzeptiert.

Wir setzen
n:=|K|l+1
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Pumping-Lemma: Beweis

Beweis (Fortsetzung)

Wir betrachten ein beliebiges Wort

X = x1x2...xt € L mit |x|=t>n x€X

Zu zeigen: x lasst sich aufpumpen.

Seien
q0,91,---,9t € K,

die Zustiande, die beim Akzeptieren von x durchlaufen werden:

go=5%, qt<F, (g xi+1)=qgi+1 VO<i<t-—1
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Pumping-Lemma: Beweis

Beweis (Fortsetzung)

Dat>|K|+1 musses0<i<j<t—1geben mit

* g =g
o |j—il <IK]

i+] X

(o, ey ()
XX XXy
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Pumping-Lemma: Beweis

Beweis (Fortsetzung)

Waihle nun:
\
u X1 ...X]
V. Xigl.-..-X x =uvw mit 1 < |v| < n.
W Xji1...Xt |
Damit:

e Fiir alle m > 0 gibt es Wege

qO!“‘vqi—l!qi1°°°1qj:qi1°°°1qj: :qi“‘iqjiqj—Fl!"‘!qt

“V”

m mal
e Also: uv™w wird von A akzeptiert.

e Also: uwv"w el 0O
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Pumping-Lemma: Starkere Variante

Theorem (Pumping-Lemma fiir L3-Sprachen, stirkere Variante)
Sei L € RAT. Dann existiert ein n € N, so dass:

Fiir alle
x€eL mit |x|>n

existiert eine Zerlegung
X = Uvw u,v,w e x”
mit
o |v|>1

e |uv| < n (statt |v| < n)

o uwv™w el firalle meN
\_
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Pumping-Lemma: Anwendung der starkeren
Variante

Beispiel (Palindrome)

Die Sprache der Palindrome
L={ww® | we{abl*}

ist nicht regular

e Beweis gelingt nicht mit der schwacheren Variante des PL
(die schwachere Version gilt fiir die Sprache)

e Beweis gelingt mit der stirkeren Varianten des PL
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Pumping-Lemma: Anwendung der starkeren
Variante

Beispiel (Palindrome)

Die Sprache der Palindrome
L={wwl | we{ab}*}
ist nicht regular

Annahme: L ist reguldr. Dann gilt fiir L; das Pumping-Lemma. Sei n die
Zahl aus dem Pumping-Lemma.

Dann muss sich das Wort a"bba" € L aufpumpen lassen (da |a"bba"| > n).
Sei a"bba" = uvw eine passende Zerlegung laut Lemma.

Da |uv| < n, ist u=a',v=2a,w = akbba", wobei j >0und i+ j+ k=n
Aber dann uvOw = a’tkbba" & L, da i + k < n. Widerspruch.
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Ubersicht

Determinierte endliche Automaten (DEAs)

Indeterminierte endliche Automaten (NDEAs)

Automaten mit epsilon-Kanten

Endliche Automaten akzeptieren genau die Typ-3-Sprachen
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Abschlusseigenschaften und Wortprobleme

Rational = Regulare Ausdriicke
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Abschlusseigenschaften und Wortprobleme
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Abschlusseigenschaften

-
Lemma. Seien zwei reguldre Sprachen L, L’ gegeben.

Dann kann man folgende endlichen Automaten konstruieren:
o A_ akzeptiert L = ¥*\ L
o A akzeptiert LU L’
o A, akzeptiert Lo L’
o A, akzeptiert L*
o A~ akzeptiert LN L’

\

Beweis: An Tafel.
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Abschlusseigenschaften

Idee:

1) L= L(A) mit A= (K,X,8, s, F)

o A = (K, X8 5 K\F)

2)L=L(A), L' =L(A)mit A= (K, L, A ILF), A =(K"X A" I'F)

e AU =(KUK/ X, AUA’,IUI', FUF’)
o A, :(KUK,,Z,AUA,U(FX {5}) X I,,I,F’)
o A, = (KU {speu}, L, AU (F x {e}) x I, 1 U{spneu}, F U {Speu})

e LNL' =(LUL)
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