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Pumping-Lemma fiir kontextfreie Sprachen

Theorem (Pumping-Lemma fiir kontextfreie Sprachen)
Sei L kontextfrei.
Dann existiert ein n € N, so dass:

Fiir alle
zel mit |z| > n

existiert eine Zerlegung
Z = UVWXYy u,v,w,x,y € "

mit
o |vx| >1
o |vwx| <n

o uv"wx"y € L fiiralle me N

\_




Pumping-Lemma fiir kontextfreie Sprachen

Anwendung des Pumping-Lemmas fiir cf-Sprachen

Wenn das cf-Pumping-Lemma fiir eine Sprache nicht gilt,
dann kann sie nicht kontextfrei sein.

Beispiel (Sprachen, die nicht kontextfrei sind)

Fiir folgende Sprachen kann man mit Hilfe des cf-Pumping-Lemmas zeigen,
dass sie nicht kontextfrei sind:

e {a | pprim}
o {a"b"c" | ne N}
o {zzz | z€ {a, b}*}.




Pumping-Lemma fiir kontextfreie Sprachen

L1 = {aP | p prim} ist nicht kontextfrei.

letzte Vorlesung



Pumping-Lemma fiir kontextfreie Sprachen

Lo ={a"b"c™ | m & N} ist nicht kontextfrei

Beweis:

Wir nehmen an, L> sei kontextfrei.

Sei dann n die zugehoérige Konstante aus dem Pumping-Lemma.
Wir betrachten das Wort z = a"b"c".

Es muss dann eine Zerlegung z = uvwxy geben, so dass:
lvx| > 1,  |vwx| <n, w'wx'y € L, fiir alle i > 0.

Da |vwx| < n, enth3lt das Wort vwx hdchstens zwei verschiedene
Buchstaben.

2

Da |vx| > 1, kann uv?wx?y nicht von allen drei Buchstaben gleich viele

enthalten.

Also kann L> nicht kontextfrei sein.



Pumping-Lemma fiir kontextfreie Sprachen

L3 ={zzz | z € {a, b}*} ist nicht kontextfrei.

Beweis: Wir nehmen an, L3 sei kontextfrei. Sei dann n die zugehorige Konstante aus
dem Pumping-Lemma.

Wir betrachten das Wort z = a"ba" ba"b.

Es muss dann eine Zerlegung z = uvwxy geben, so dass:
lvx| > 1, |vwx| < n, wuv'wx'y € Lz firallei > 0.

Da |vwx| < n, enthidlt das Wort vwx hdchstens ein b.

Fall 1: vwx = a*. Dann wird durch aufpumpen von v, x eine a Sequenz langer als die

anderen, so uv?wx’y ¢ Ls.

Fall 2: vwx = a*ba™.

Fall 2.1: b kommt nicht in v oder x vor. Dann sind in uv?

2wx’y & Ls.
0

wx?y
zwei a Sequenzen langer als die dritte, so uv

Fall 2.2: b kommt in v oder x vor. Dann enthilt uv®wx’y nur zwei

b's, d.h. uwxly & L.

Also kann L3z nicht kontextfrei sein.



Pushdown-Automaten (PDAs)




Grammatiken vs. Automaten

Erzeugende Grammatiken— akzeptierende Automaten

Erinnerung: Regulare Sprachen
e werden erzeugt von rechtslinearen Grammatiken

e werden akzeptiert von endlichen Automaten



Grammatiken vs. Automaten

Erzeugende Grammatiken— akzeptierende Automaten

Erinnerung: Regulare Sprachen
e werden erzeugt von rechtslinearen Grammatiken

e werden akzeptiert von endlichen Automaten

Jetzt: Kontextfreie Sprachen
e werden erzeugt von kontextfreien Grammatiken

e werden akzeptiert von Pushdown-Automaten
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ldee des Push-Down-Automaten

Beispiel
Die ,, prototypische” cf-Sprache
{a"b" | n € N}
e Endliche Automaten reichen nicht aus.

e Sie kdnnen sich nicht merken, wie oft sie einen Zustand durchlaufen
haben.

e Fiir 3a"b"™ muss man aber mitzahlen.
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ldee des Push-Down-Automaten

Idee: Wie kann man diese Sprache akzeptieren?
e \Weitere Informationen auf dem Stack sichern
e Spater zuriickholen

e Ahnlich einem “Prozeduraufruf”

e Grammatikregel wie S — aAb entspricht Aufruf einer Prozedur fiir
das A.
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ldee des Push-Down-Automaten

Idee: Wie kann man diese Sprache akzeptieren?
e Weitere Informationen auf dem Stack sichern
e Spater zuriickholen
e Ahnlich einem “Prozeduraufruf”

e Grammatikregel wie S — aAb entspricht Aufruf einer Prozedur fiir
das A.

Stack, Stapel, Keller
e Last in, first out
e Zuletzt gespeicherte Information liegt immer “obenauf”

e Beliebig viel Information kann gespeichert werden
(Aber kein beliebiger Zugriff!)
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Push-Down-Automat

r

Push-Down-Automat (PDA): Informell

e Wie endlicher Automat, aber zusatzlicher einen Stack

e Ubergangsrelation bezieht das oberste Stacksymbol in den Ubergang
ein

e Bei Zustandsiibergang: lesen und schreiben auf Stack
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Push-Down-Automat

(Definition(Push-Down-Automat) N
Ein Push-Down-Automat (PDA) ist ein Tupel

M= (K, X, T, A, s, 2o, F)

Dabei ist:
K eine endliche Menge von Zustanden
2 das Eingabealphabet
I das Stack- oder Kelleralphabet

so € K  der Startzustand
Zo €I das Anfangssymbol im Keller
F C K eine Menge von finalen Zustinden

A die Zustandsiibergangsrelation,

eine endliche Relation: A C (K x (T U{e}) x TN x (K xT") )
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Push-Down-Automat

Arbeitsschritt eines PDA
In Abhangigkeit
e vom aktuellen Zustand
e vom nichsten Eingabezeichen (oder auch unabhingig davon)
e vom obersten Kellersymbol
geschieht folgendes
e nichstes Eingabezeichen wird gelesen oder nicht (bei ¢),
e das oberste Kellersymbol wird entfernt,
e der Zustand wird geandert,

e es werden null oder mehr Zeichen auf den Keller geschoben
Bei neuen Keller-Wort v = A; ... A, wird A, zuerst auf den Keller
geschoben usw., so dass am Schluss A; obenauf liegt.
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Push-Down-Automat

Notation
e a, b, c fir Buchstaben aus X
e u,v,w fiir Worter aus 2%
e A, B fiir Stacksymbole aus I'

e -, n fiir Stackinhalte aus I'*
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Push-Down-Automat: Konfiguration

Konfiguration eines PDA: Informell
e Konfiguration beschreibt die aktuelle Situation des PDA komplett

e Bestandteile:
— aktueller Zustand
— noch zu lesendes Restwort

— kompletter Stackinhalt

e Fiir Konfigurationen Ci, (> bedeutet
GFG

dass der PDA in einem Schritt von C; nach (, gelangen kann.

18



Push-Down-Automat: Konfiguration

(Definition (Konfiguration eines PDA)
Eine Konfiguration C eines PDA M = (K, X, T, A, 59, 2o, F) ist
ein Tripel

(g,w,v) € KxX* xTI*.

e g der aktuelle Zustand

e w der noch zu lesendes Restwort

Y der komplette Stackinhalt
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Push-Down-Automat: Konfiguration

(Definition (Konfiguration eines PDA)
Eine Konfiguration C eines PDA M = (K, X, T, A, 59, 2o, F) ist
ein Tripel

(g,w,v) € KxX* xTI*.

e g der aktuelle Zustand

e w der noch zu lesendes Restwort

Y der komplette Stackinhalt

 Definition (Startkonfiguration)
Bei Eingabewort w ist die Startkonfiguration:

(So, w, Zo)
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Push-Down-Automat: Konfiguration

(Definition (Nachfolgekonfiguration) A
(> heiBt Nachfolgekonfiguration von (i,
G F G
falls
dacrXdAclNAwe X Ay, nerl”
so dass
entweder C; = (q1, aw, Ay), G = (g2, w, ), und (g1, a, A) A (g2, 1),
Q)der C]_ = (q]_, w, A’}/), C2 p— (q2, w, 777)1 Und (q].! €, A) A (Q2;77)1 )
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Push-Down-Automat: Rechnung

(Definition (Rechnung eines PDA)
Sei M ein Push-Down-Automat.

Cty C’
gdw es eine Reihe von Konfigurationen

Co,Cl,...,Cn (nZO)

so dass
o C = (p,
[ C, — Cn,

o Cikp Ciuq firalle0<i<n

@ann heiBt Cy, Cq, ..., C, eine Rechnung von M

22



Push-Down-Automat: Akzeptierte Sprache

(Definition (von PDA akzeptierte Sprache) A

Ein PDA M kann auf zwei verschiedene Arten eine Sprache akzeptieren:
e liber finale Zustiande

e iiber leeren Keller

L¢(M)

{(wexX*|3geFIyer* ((so,w,2) 5 (q.6.7))}

LM = {weT |39 e K ((s0,w. 20) Fr (0.2.2))]}
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Push-Down-Automat: Akzeptierte Sprache

Definition (von PDA akzeptierte Sprache) h
Ein PDA M kann auf zwei verschiedene Arten eine Sprache akzeptieren:
e liber finale Zustande
e iiber leeren Keller
Le(M) = {weX*|IgeFIyerl™ ((so,w,2)kFi(g.6.7))}
g Li(M) = {wex*|3qeK ((so.w, Zo) i (g.e,€))} )
Bemerkung

Das zu akzeptierende Wort w muss von M ganz gelesen werden:

(s0. w, Zo0) F* (q,¢,)

ist gefordert.
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Push-Down-Automat

Bemerkung
e Das unterste Symbol im Keller kann geléscht werden.
e Dann aber hangt der PDA
e Er kann nicht mehr weiter rechnen

e Es gibt keine Nachfolgekonfiguration
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Push-Down-Automat: Beispiel

Beispiel
Sprache der Palindrome iiber {3, b}:

L = {we{ab*|w=w"}

L wird iiber leeren Keller akzeptiert von dem PDA
./\/l = ({So, 51}, {a, b}, {Zo, A, B}, A, S0, Zo, (Z))

mit . ..
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Push-Down-Automat: Beispiel

Beispiel (Forts.) Idee:

e Ein Palindrom w = w” hat die Form

R R

vV oder vav oder vbvF

fiir ein v € {a, b}*
e Der Automat M liest v und merkt sich jeden Buchstaben.

e Er rat indeterminiert die Wortmitte.
Falls das Wort eine ungerade Anzahl von Buchstaben hat,

also w = vav® oder w = vbvF,

dann muss dabei ein Buchstabe iliberlesen werden.

e Der Stack enthilt nun vF.

M muss jetzt nur noch jeden weiteren gelesenen Buchstaben mit dem
jeweils obersten Kellersymbol vergleichen.
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Push-Down-Automat: Beispiel

Beispiel (Forts.)

(s0

(so
(so
(so
(so
(so

(s0

€, 20) A (s1

,€)

,a,Zy) A (so,
,a,A) A (s,
,a,B) A (sp,
. b, Zy) A (so,
b, A) A (sp,
b, B) A (sp,

A)
AA)
AB)
B)
BA)
BB)

} £ akzeptieren

\

v Stack aufbauen
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Push-Down-Automat: Beispiel

Beispiel (Forts.)

(so, €, A) A(sl,e)\
(so,e,B) A (51,5)}

(s0,a,A) A (51,8)\
(so, b, B) A (51,8)}

(s1,a,A) A(sy,e)
(51, b, B) A (51, 8)

Richtungswechsel fiir Palindrome
mit ungerader Buchstabenanzahl

Richtungswechsel fiir Palindrome
mit gerader Buchstabenanzahl

Stack abbauen
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Push-Down-Automat: Beispiel

Beispiel (Forts.)

Fiir das Eingabewort abbabba rechnet M so:
(so, abbabba, Zy) + (so, bbabba, A) + (sp, babba, BA) F

(so, abba, BBA) I+ (sp, bba, ABBA) + (s1, bba, BBA) I
(s1, ba, BA) F (s1,a,A) = (s1,€,¢€)
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