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Organisatorisches

e 1. Teilklausur:

Registration via MeToo opens soon.



Ubersicht

Determinierte endliche Automaten (DEAs)

Indeterminierte endliche Automaten (NDEAs)

Automaten mit epsilon-Kanten

Endliche Automaten akzeptieren genau die Typ-3-Sprachen
Pumping Lemma

Abschlusseigenschaften und Wortprobleme

Rational = Regulare Ausdriicke



Automaten mit s-Kanten

Vom NDEA zum Automaten mit e-Kanten
Bisher (NDEA): Kanten mit einem Buchstaben beschriftet

Jetzt (Automat mit e-Kanten): Kanten mit einem Wort beschriftet
Es darf auch das leere Wort ¢ sein!



Automaten mit s-Kanten

Vom NDEA zum Automaten mit e-Kanten
Bisher (NDEA): Kanten mit einem Buchstaben beschriftet

Jetzt (Automat mit e-Kanten): Kanten mit einem Wort beschriftet
Es darf auch das leere Wort ¢ sein!

Ein Automat mit e-Kanten kann ...
e in einem Schritt ein ganzes Wort verarbeiten

e cinen Zustandsiibergang machen, ohne dabei einen Buchstaben zu
lesen



Automaten mit s-Kanten: Definition

Definiton. Ein Automat mit e-Kanten (e-NDEA) A ist ein Tupel
A=(K, X, A IF)

Dabei ist
e K eine endliche Menge von Zustanden,
e 2 ein endliches Alphabet,
e A C (K x X*) x K eine eine (endliche) Ubergangsrelation,
e /| C K eine Menge von Startzustanden,

e [ C K eine Menge von finalen Zustidnden




Automaten mit e-Kanten: Ubergangsrelation

\
Definition. (Erweiterung von A zu A*)
A" C(KxX*)x K
ist (3hnlich wie fiir NDEASs) definiert durch:
A*((g.€), q") gdw q'=4q oder A((q,¢) q")
A*( (g, wiwz), ") gdw 3" e K
A*((q,w1), ) vV A((q,w1), 47)
N
A*((q" w2), ") vV A((q", w2), ")
J




Automaten mit c=-Kanten: Akzeptierte Sprache

r

Definition. Die von einem Automaten mit e-Kanten
A=(K, L, A IF)
akzeptierte Sprache ist

L(A)={weX™ | I3speldge F A*((s0,w)q) }




Automaten mit s-Kanten: Beispiel

Beispiel
ba

‘ <
/@ ©

Akzeptiert: {aba}*{b}{b}* + {aba}*{a} + {ba}




Gleichmachtigkeit von Automaten mit s-Kanten

und NDEAs

r

Theorem (c-NDEA gleich machtig wie NDEA)

Zu jedem Automaten mit e-Kanten A existiert ein indeterminierter end-
licher Automat A’ mit

L(A) = L(A")
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Gleichmachtigkeit: Beweis

Transformation von A in einen NDEA ohne e-Kanten
1. Ersetze Uberginge:
e mit nur einem Buchstaben markiert — beibehalten

e mit einem Wort w markiert (|w| = n) —  ersetze durch n Uberginge
(verwende n — 1 neue, zusdtzlicher Zustinde)

e =-Uberginge — statt diesen

A((q.a), ")

fiir jedes Paar

A((g.a), ¢") und A((q'.¢), ")
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Gleichmachtigkeit von Automaten mit s-Kanten
und NDEAs

Beweis (Fortsetzung)

Transformation von A4 in einen NDEA ohne =-Kanten

2. Zusatzliche Initialzustdnde:
Falls g € | und A*( (q,¢), q’), dann auch ¢’ € I

3. Finalzustiande bleiben unverandert
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Gleichmachtigkeit: Beispiel

Beispiel. Der Automat mit e-Kanten ...

‘ <
/@ ©

Akzeptiert: {aba}*{b}{b}* + {aba}*{a} + {ba}

ba
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Gleichmachtigkeit: Beispiel

1. Ersetze Uberginge:

e Die mit einem Buchstaben markierten Uberginge: beibehalten.
b b a .
S — S», S — s» und s; — s3 bleiben.

e Ubergang s; —> sy

Neue Zustande: p(apa1): P(aba,2)-

Ubergang s; 2 s1 ersetzt durch

a b a
S1 — P(aba,1) =7 P(aba,2) —7 S1-

e Ubergang sp _ba, S3:
Neuer Zustand: p(p, 1).

: b b
Ubergang sy — s3 ersetzt durch sy — P(ba,1) 2 3.
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Gleichmachtigkeit: Beispiel

1. Ersetze Uberginge:

(Fortsetzung)

Statt e-Uberginge:
o A((s1, b),s2) und A((s2,€), s3) : neuer Ubergang: A((sy, b), s3).
o A((s2, b),s2) und A((s2,€), s3) : neuer Ubergang: A((s2, b), s3).

2. Zusatzliche Initialzustande:
Da sop € I und A((sp,€),s1), dann auch s; € I.

3. Finalzustiande bleiben unverandert
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Gleichmachtigkeit: Beispiel

Beispiel. ... wird transformiert in den dquivalenten NDEA

b
>()

i/@a\\GD/

a,b
P (aba,l) b Y (aba,2)
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Gleichmachtigkeit von Automaten mit s-Kanten

und NDEAs

r

Theorem (c-NDEA gleich machtig wie NDEA)

Zu jedem Automaten mit e-Kanten A existiert ein indeterminierter end-
licher Automat A’ mit

L(A) = L(A")

17



Ubersicht

Determinierte endliche Automaten (DEAs)

Indeterminierte endliche Automaten (NDEAs)

Automaten mit epsilon-Kanten

Endliche Automaten akzeptieren genau die Typ-3-Sprachen
Pumping Lemma

Abschlusseigenschaften und Wortprobleme

Rational = Regulare Ausdriicke
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Jetzt

Determinierte endliche Automaten (DEAs)

Indeterminierte endliche Automaten (NDEAs)

Automaten mit epsilon-Kanten

Endliche Automaten akzeptieren genau die Typ-3-Sprachen
Pumping Lemma

Abschlusseigenschaften und Wortprobleme

Rational = Regulare Ausdriicke
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Satz von Kleene

Theorem (Satz von Kleene: RAT = L3)
Eine Sprache L ist rational gdw L ist regular.

Merke:
L ist rational heiBt: es gibt einen endlichen Automaten, der L akzeptiert

L ist regular heiBt: es gibt eine rechtslineare Grammatik fiir L

20



Satz von Kleene

Stephen Cole Kleene (1909 — 1994)
e Mathematiker und Logiker

e Promovierte bei Church in Princeton
(wie Turing und viele andere)

e Professor an der Universitat von Wisconsin
e Einer der Begriinder der theoretischen Informatik

e Unter anderem:

Erfinder der regularen Ausdriicke
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Satz von Kleene

Theorem (Satz von Kleene: RAT = Lj)

Eine Sprache L ist rational gdw L ist regular.

Beweis:

.= zu zeigen:
Wenn eine Sprache L von einem endlichen Automaten A akzeptiert wird,
ist sie regular (wird von einer rechtslinearen Grammatik akzeptiert).

Sei also L = L(.A) fiir einen endlichen Automaten A = (K, X, 4, so, F)

Dazu konstruieren wir eine Grammatik G = (V, T, R, S):

Automat A: in Zustand g, liest ga, geht in Zustand g’

Grammatik:  Variable g, erzeugt a neue Variable g’
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Satz von Kleene

Beweis (Fortsetzung) Formale Definition der Grammatik:

vV = K
r = X
S = s
R = {qg—aq | g a)=q }U

{g—=¢ | qgeF}

Durch Induktion iiber die Lange eines Wortes w:

S =7 wq gdw 60" (sp, w) = q

Daraus: S—=*w gdw 3JgeF (S=I wg—= w)
gdw dge€eF (5*(50, w) = q)
gdw w € L(A)



Satz von Kleene

Beweis (Fortsetzung) “<"  zu zeigen:

Wenn eine Sprache L regular ist

(sie wird von einer rechtslinearen Grammatik akzeptiert),
dann gibt es einen endlichen Automaten A, der sie akzeptiert.

Sei also L = L(G) fiir eine rechtslineare Grammatik G = (V, T, R, S)
Dazu konstruieren wir einen e-NDEA A = (K, X, A, I, F) mit:

K = VU/{Qstop} (gstop neu)
| = {S}
> = T

F = {Qqstop}
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Satz von Kleene

Beweis (Fortsetzung)
Definition von A:
A((X,u), XI) =g X—->uX'€R
A((X,u), Gstop) <=ger X —>UuUER
fir X, X’ e Kund ue x*

Durch Induktion iiber die Lange einer Ableitung:

S :>2 w gcl_w A*( (5, W), dstop ) gd_w w & L(A)

Wegen Gleichmachtigkeit von e-NDEA- mit DEA-Automaten gibt es dann
auch einen determinierten endlichen Automaten, der L akzeptiert.

[
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Satz von Kleene

Beispiel:

Grammatik G mit Regeln

S — abaS
S — aabs

S — ¢

Sprache

L(G) = {aba, aab}™

(

e-NDEA:

()
O

aba

aab
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Uberblick

Determinierte endliche Automaten (DEAs)

Indeterminierte endliche Automaten (NDEAs)

Automaten mit epsilon-Kanten

Endliche Automaten akzeptieren genau die Typ-3-Sprachen
Pumping-Lemma

Abschlusseigenschaften und Wortprobleme

Rational = Regulare Ausdriicke
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Pumping-Lemma

-

.

“Aufpumpbarkeit” (informell)

Lange Worter x € L lassen sich zerlegen

X = uvw v >1
so dass
uvww...vw = uvw
N —
i mal

wieder in L liegt (fiir alle m > 1)
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Pumping-Lemma

Pumping-Lemma (informell)

Zu jeder regularen Sprache L gibt es ein n € N, so dass

alle Worter
we L

aufgepumpt werden kénnen

mit |w| > n

29



Pumping-Lemma

.

Pumping-Lemma (informell)

Zu jeder regularen Sprache L gibt es ein n € N, so dass
alle Worter

we Ll mit |w| > n

aufgepumpt werden kénnen

Anwendung

e Wichtige Information iiber die Struktur regularer Sprachen

e Nachweis der Nicht-Regularitat von Sprachen:
Wenn das Pumping-Lemma fiir eine Sprache nicht gilt,

dann kann sie nicht regular sein




Pumping-Lemma: Intuition

Warum gilt das Pumping-Lemma?

Zu regularer Sprache L gibt es einen DEA, der L akzeptiert

Dieser hat endliche Zustandsmenge K.
Sei m = |K|.

Wenn |w| > |K]|, dann muss beim Akzeptieren von w eine Schleife
durchlaufen werden.

Die Schleife kann auch mehrfach durchlaufen werden.

Das Teilwort v, das der Schleife entspricht, kann aufgepumpt werden.
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Pumping-Lemma: Intuition

Abstrakt gesehen
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Pumping-Lemma: Formal

Theorem (Pumping-Lemma fiir L3-Sprachen)

Sei L € RAT. Dann existiert ein n € N, so dass:

Fiir alle
xeL mit |x|>n

existiert eine Zerlegung

X = Uvw uv,wex®
mit
o |v|>1
o |v|<n

e uwvm™w €L fiuralle meN

\
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Pumping-Lemma: Beweis

Beweis: folgt nach Beispielen
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Pumping-Lemma: Umkehrung

Korollar.
Wenn fiir eine Sprache das Pumping-Lemma nicht gilt,
dann ist sie nicht regular.

Vorsicht
e Es gibt nicht-regulare Sprachen, fiir die das Pumping-Lemma gilt.

(Beispiel: L ={a"b"c" | m,n> 1} U{b"c" | m,n > 0})

e Daraus, dass das Pumping-Lemma fiir eine Sprache gilt,
folgt nicht, dass sie regular ist.
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Pumping-Lemma:Anwendung der Umkehrung

Beispiel
Folgende Sprachen sind nicht regular:

1. Ly :={a'ba’ | i €N}

2. Ly :={aP | p ist Primzahl}
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Pumping-Lemma: Anwendung der Umkehrung

Beweis der Nichtregularitat von L;

Zu
L, :={a'ba' | i e N}

Annahme: L;j ist regular.
Dann gilt fiir L; das Pumping-Lemma.

Sei n die Zahl aus dem Pumping-Lemma.

Dann muss sich das Wort
a"ba" € L

aufpumpen lassen (da |a"ba"| > n).

Sei a"ba" = uvw eine passende Zerlegung laut Lemma.
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Pumping-Lemma: Anwendung der Umkehrung

Beweis der Nichtregularitit von L; (Forts.)

1. Fall: u=2a% v=2a,w=aba" mit i,k>0,j>0und k+j+1=n.
Einmal aufpumpen (m = 2) ergibt:

uwlw = aka¥ a' ba" = KAt pa" = " pa" & 14

Widerspruch zum Lemmal
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Pumping-Lemma: Anwendung der Umkehrung

Beweis der Nichtregularitit von L; (Forts.)
1. Fall: u=2a% v=2a,w=aba" mit i,k>0,j>0und k+j+1=n.
Einmal aufpumpen (m = 2) ergibt:
uwlw = aka¥ a' ba" = KAt pa" = " pa" & 14
Widerspruch zum Lemmal

2. Fall: v=2a"pa! v=2a,w=2ak

Widerspruch zum Lemma! (analog zu Fall 1)
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Pumping-Lemma: Anwendung der Umkehrung

Beweis der Nichtregularitit von L; (Forts.)

1. Fall: u=a"v=2a,w=aba" miti,k>0,j>0und k+j+i=n.
Einmal aufpumpen (m = 2) ergibt:

uwlw = aka¥ a' ba" = KAt pa" = " pa" & 14

Widerspruch zum Lemmal

2. Fall: u=a"pa',v=2a,w=aX
Widerspruch zum Lemma! (analog zu Fall 1)

3. Fall: u=aXv=aba,w=a mitk+j=i+/=nundi j, k |>0
Einmal aufpumpen (m = 2) ergibt:

w?w = akdba'd ba'a' = A pa' I bat! ¢ L,

Widerspruch zum Lemmal
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Pumping-Lemma: Anwendung der Umkehrung

Beweis der Nichtregularitit von L; (Forts.)

Also: Annahme falsch.

Also: L1 nicht regular. O
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Pumping-Lemma: Anwendung der Umkehrung

Beweis der Nichtregularitdt von Ly := {aP | p ist Primzahl }
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Pumping-Lemma: Anwendung der Umkehrung

Beweis der Nichtregularitat von L

Zu
L, := {aP | p ist Primzahl }

Annahme: Ly ist regular.
Dann gilt fiir L, das Pumping-Lemma.
Sei n die Zahl aus dem Pumping-Lemma.

Dann muss sich jedes Wort
aPel, mit p>n

aufpumpen lassen.

Sei aP = uvw eine passende Zerlegung laut Lemma.
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Pumping-Lemma: Anwendung der Umkehrung

Beweis der Nichtregularitit von Ly (Forts.)
Sei
aP = uvw = a'd/ a¥
also
i+j+k=p>n und 0<yj<n
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Pumping-Lemma: Anwendung der Umkehrung

Beweis der Nichtregularitit von Ly (Forts.)
Fall 1: /+ k > 1.
Pumpe (i 4+ k) mal:

uvl—l—kW _ ala/(l—l—k) ak

Nach Pumping-Lemma liegt dieses Wort in L, d. h.

i+j(i+k)+k prim
Aber Widerspruch:
i+j(i+k)+k = i+ij+jk+k
i(1+j)+(0+1)k
= i(1+4)) + k(1+))
= (I +k)(1+))

45



Pumping-Lemma: Anwendung der Umkehrung

Beweis der Nichtregularitit von L, (Forts.)
Fall 2: i+ k =1.
Pumpe (j + 2) mal:
ud T2 = ol FUT2) gk
Nach Pumping-Lemma liegt dieses Wort in L, d. h.
i+jG+2)+k prim
Aber Widerspruch!:
i+jU+2)+k = 1+j(G+2)
= 1+4+2j+/°
= (1+J)

Also:  Annahme falsch. L[> nicht regular. O
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Pumping-Lemma: Beweis

Theorem (Pumping-Lemma fiir L3-Sprachen)

Sei L € RAT. Dann existiert ein n € N, so dass:

Fiir alle
xeL mit |x|>n

existiert eine Zerlegung

X = uvw u,v,wex”®
mit
o |v|>1
o |v|<n

e uwvm™w €L fiuralle meN

\
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Pumping-Lemma: Beweis

Beweis. Sei L eine reguldare Sprache.

1. Fall: L ist endlich.
Sei wmax das langste Wort in L.

Wir setzen

n .= |Wmax| +1

Dann gibt es keine Wérter x € L, fiir die |x| > n gilt.

Also gilt dann das Pumping-Lemma trivialerweise.
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Pumping-Lemma: Beweis

Beweis (Fortsetzung)
2. Fall: L ist unendlich.
Sei
A: (K,Z,5,SO,F)

ein endlicher Automat (DEA), der L akzeptiert.

Wir setzen
n:=|K|l+1
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Pumping-Lemma: Beweis

Beweis (Fortsetzung)

Wir betrachten ein beliebiges Wort

X = x1x2...xt € L mit |x|=t>n x€X

Zu zeigen: x lasst sich aufpumpen.

Seien
q0,91,---,9t € K,

die Zustiande, die beim Akzeptieren von x durchlaufen werden:

go=5%, qt<F, (g xi+1)=qgi+1 VO<i<t-—1
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Pumping-Lemma: Beweis

Beweis (Fortsetzung)

Dat>|K|+1 musses0<i<j<t—1geben mit

* g =g
o |j—il <IK]

i+] X

(o, ey ()
XX XXy
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Pumping-Lemma: Beweis

Beweis (Fortsetzung)

Waihle nun:
\
u X1 ...X]
V. Xigl.-..-X x =uvw mit 1 < |v| < n.
W Xji1...Xt |
Damit:

e Fiir alle m > 0 gibt es Wege

qO!“‘vqi—l!qi1°°°1qj:qi1°°°1qj: :qi“‘iqjiqj—Fl!"‘!qt

“V”

m mal
e Also: uv™w wird von A akzeptiert.

e Also: uwv"w el 0O
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Pumping-Lemma: Starkere Variante

Theorem (Pumping-Lemma fiir L3-Sprachen, stirkere Variante)
Sei L € RAT. Dann existiert ein n € N, so dass:

Fiir alle
x€eL mit |x|>n

existiert eine Zerlegung
X = Uvw u,v,w e x”
mit
o |v|>1

e |uv| < n (statt |v| < n)

o uwv™w el firalle meN
\_
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