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TM-Flussdiagramme

Folgende Elemente stehen zur Verfiigung:

e [: eine DTM, die nach dem Starten ein Feld nach links geht und
danach halt.

e R: eine DTM, die nach dem Starten ein Feld nach rechts geht und
danach halt.

e a: TM, die a auf das Band schreibt und danach halt.

e Startschritt: mit einer Pfeilspitze > bezeichnet



TM-Flussdiagramme

o Mi; — M, oder abgekiirzt M; M (falls My, M5 die FluBdiagramme zweier
DTM sind): eine DTM die zuerst wie M arbeitet und dann, falls M halt, wie
M weiterarbeitet.

e M;i -5 My: M> wird nur dann aufgefiihrt, wenn nach der Beendigung von
M der aktuelle Bandbuchstabe a ist.
e Sind Mgy, M4, ..., M, Turing-Maschinen, a; € ¥ fiir 1 < i < n, so ist
M
11
> Mo 3 M,

L
M,

die Turing-Maschine, die zuerst wie M arbeitet und dann, falls Mgy mit dem
Buchstaben a; auf dem Arbeitsfeld halt, wie M; weiterarbeitet.



TM-Flussdiagramme

o — eine Schreibabkiirzung fiir einen beliebigen Buchstaben aus ..

e Die Maschine M = . ..o zum Beispiel ist eine Abkiirzung fiir
. dl

T
> Mg...az

U

falls X = {a1,...,an} ist. > Sl

Weitere Schreibabkiirzungen sind:

o M, U—#i Mo My wird nur dann aufgefiihrt, wenn M halt und Lesekopf auf

einem Buchstaben, der nicht a ist positioniert ist.

o M, 28 M, falls nach der Ausfiihrung von M sowohl fiir den Bandbuchstaben
a als auch fiir b nach M, verzweigt werden soll.



Beispiele: Letzte Vorlesung

Beispiel:

Die DTM M™ = ({s,q1, 92,93, g4}, {|, #}, 9, s) addiert zwei natiirliche Zahlen in
Unardarstellung.

Sie rechnet
Sf#ln#lmﬁ |_;o<\/l+ h’#ln-i—mﬁ

Der Trick: Sie |18scht den letzten Strich von | und schreibt ihn in den Zwischenraum
zwischen |" und |™.

Das FluBdiagramm zur DTM:

B
LW A TR L
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Beispiele: Letzte Vorlesung

Die folgenden Turing-Maschinen werden wir als Bestandteile von
komplexeren Turing-Maschinen spater noch haufig benutzen.

Beispiel: (Ry)
Ry bewegt nur den Kopf, ohne zu schreiben:
e Sie geht mindestens einmal nach rechts.
e Dann geht sie solange weiter nach rechts, bis sie ein # liest.

Die folgende Turing-Maschine Ry lauft zum ersten Blank rechts von der
momentanen Position.

OFFF

v
> R



Beispiele: Letzte Vorlesung

Beispiel: (L) Analog funktioniert die DTM L.;:
e Sie geht mindestens einmal nach links.

e Dann geht sie solange weiter nach links, bis sie ein # liest.

oA #

v |

> |



TM-Flussdiagramme

Beispiel: (¥’) Die folgende DTM % erhilt als Eingabe einen String Einsen.
Sie rechnet so:

e Sie bewegt sich nach links auf das Blank vor das Eingabewort,

e geht das Eingabewort von links nach rechts durch,

e merkt sich jeweils ein Zeichen o von w, markiert die aktuelle Position, indem sie
o mit # iiberschreibt,

e und kopiert das Zeichen o.

e Sie verwendet dabei die Maschinen L und R, die wir schon definiert haben.

- |
> L#R — #R#R#O'L#L#O'

i#
Ry



TM-Flussdiagramme

Beispiel: Die DTM ., bewirkt eine “Verschiebung nach rechts”, das heiBt,
wenn ¥ das Alphabet X besitzt, rechnet sie

s, m#FWoH#w3 Fop h wiF#H#Hwows

fiir alle Worter wi, w3 € £* und wo € (X — {#})*. (Entgegen der sonstigen
Konvention startet sie zwischen zwei Eingabewdrtern.)
Sie arbeitet so:

" |
Tt > Ryl T Rol
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TM-Flussdiagramme

Beispiel: Dazu invers arbeitet die Maschine .}, die einen “shift nach links”
bewirkt. Sie rechnet

s, m#FwWoH# w3 Fop h, wiwo#EFws

fir alle wi, w3 € £*, wr € (X — {#})*. Sie ist definiert als

o |
0 > LR LoR
i#
L+#
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Varianten von Turing-Maschinen
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Variationen von Turing-Maschinen

r

\_

Standard-DTM
Die Turing-Maschine, die wir bisher kennen, ...

e ist determiniert
e hat ein einseitig unbeschrianktes Band (Halbband).

Ab jetzt nennen wir sie auch:
Standard-Turing-Maschine (Standard-DTM oder kurz DTM)

13



Variationen von Turing-Maschinen

Turing-Maschinen, die nie hangen
Gegeben:

Eine Turing-Maschine M, mit Eingabge #w#
Daraus konstruieren wir eine DTM M/, die

e dasselbe berechnet wie M

e nie hangt.
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Variationen von Turing-Maschinen

Konstruktion der TM, die nie hangt
Das Bandende ist am Anfang ein Zeichen links vom Eingabewort

DTM M’ rechnet so:
e Sie verschiebt die Eingabe ein Zeichen nach rechts.

e Dann druckt sie ganz links ein Sonderzeichen «,

das das Bandende anzeigt.

e Ab dann rechnet sie wie M.

e Aber:
Wenn sie « erreicht, bleibt sie dort stehen und druckt immer wieder «.
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Variationen von Turing-Maschinen

Eigenschaften der nicht-hangenden DTM
e M/’ hilt fiir Eingabe w  gdw M hilt fiir Eingabe w.

e M/’ hingt nie.
Wenn M hingt, rechnet M’ unendlich lang.

0.B.d.A. sollen alle Turing-Maschinen, die wir von jetzt an betrachten,
nie hangen.
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DTM mit zweiseitig unbeschranktem Band

DTM mit zweiseitig unbeschranktem Band (zw-DTM)
e Die Definition der Maschine bleibt gleich.
e Die Definition der Konfiguration andert sich.

e Sie hat immer noch die Form g, wau, aber:

— w umfasst analog zu u alle Zeichen bis zum letzten nicht-Blank
links vom Schreib- /Lesekopf.

— w = € bzw. u = € bedeutet, dass links bzw. rechts vom
Schreib- /Lesekopf nur noch Blanks stehen.

17



DTM mit zweiseitig unbeschranktem Band

Definition (DTM mit zweiseitig unbeschranktem Band, zw-DTM) )
Eine Turing-Maschine mit zweiseitig unbeschranktem Band (zw-DTM) ist eine
DTM, fiir die die Begriffe der Konfiguration und der Nachfolgekonfiguration wie
folgt definiert sind:

Eine Konfiguration C einer zw-DTM M = (K, ¥, 9, s) ist von der Form
C = q,wau

Dabei ist
e g € KU {h} der aktuelle Zustand,
o w e (X — {#})X" U{e} der Bandinhalt links des Kopfes,
e a € X2 das Zeichen unter dem Kopf, und

o uc Y (X — {#})U{e} der Bandinhalt rechts des Kopfes.
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DTM mit zweiseitig unbeschranktem Band

Definition (Forts.)
Cy = qgo, W2 ap U2 heiBt Nachfolgekonfiguration von C; = qi, wiaiug,

in Zeichen C; Faq G, falls es einen Ubergang 6(q1, a1) = (g2, b) gibt, mit:

Fall 1: b€ >. Dann w; = wp, u3 = u> und a» = b.

Fall 2: b = L. Fiir up: Wenn a;=# und uj=c ist, dann up=¢, sonst uo=aju;.
Fir ap und wo: Wenn wy=c¢ ist, dann wo=¢€ und ap)=7; sonst w;=w»ao.

Fall 3: b = R. Fiir wo: Wenn a;=# und wj=c¢ ist, dann wy—=¢, sonst wo=wj a;.

Fiir a> und uy: Wenn uy=e€ ist, dann upy=€ und a)==; ansonsten ui=asu».
_J
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DTM mit zweiseitig unbeschranktem Band

Theorem (Simulation von zw-DTM durch DTM)
Zu jeder zw-DTM M, die eine Funktion f berechnet oder eine Sprache

L akzeptiert, existiert eine Standard-DTM M, die ebenfalls f berechnet
bzw. L akzeptiert.

20



DTM mit zweiseitig unbeschranktem Band

Theorem (Simulation von zw-DTM durch DTM)
Zu jeder zw-DTM M, die eine Funktion f berechnet oder eine Sprache

L akzeptiert, existiert eine Standard-DTM M, die ebenfalls f berechnet
bzw. L akzeptiert.

. J

Beweis Sei w = a; ... ap die Eingabe fir M = (K, %, 4, s).

Dann sieht das beidseitig unendliche Band zu Beginn der Rechnung so aus:

. FEHFFFAL . anHEH -
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DTM mit zweiseitig unbeschranktem Band

Beweis (Forts.) ldee:
e M hat quasi zwei unendlich lange Halbbander.
e Ziel ist, den Inhalt beider Halbbiander von M auf einem unterzubringen.

e Dazu: Den Teil des Bandes, der zwei Zeichen links vom Input w
beginnt, umklappen:

Spur 1 ## ...4 #
Spur2#al...an#.”

e Die DTM M’ hat zwei Spuren, d.h. zwei Reihen von Zeichen, die auf
demselben Band untergebracht (kodiert) sind.

e Das Bandalphabet von M’ ist X/ D ¥ x .

22



DTM mit zweiseitig unbeschranktem Band

Beweis (Forts.) Sei M’ = ( K’,X’,6”,s ). M’ rechnet so:

e M/’ legt zunichst eine zweite Spur an,
e simuliert dann die Arbeit von M, und

e transformiert dann das Ergebnis wieder auf nur eine Spur herunter.
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DTM mit zweiseitig unbeschranktem Band

Beweis (Forts.) Erste Phase der Rechnung:
M rechnet

##---###
H#ai1...an#

s,#ar...an# Fipr q.9

Die zweite Spur wird nur so weit wie notig angelegt.

Mit dem Symbol $ markiert M’ das Ende des Halbbands, damit sie nicht
hangenbleibt.
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DTM mit zweiseitig unbeschranktem Band

Beweis (Forts.) Zweite Phase der Rechnung:

M’ simuliert M.

Dabei muB sie sich immer merken, auf welcher der beiden Spuren sie gerade

arbeitet.

Deshalb definieren wir K/ O K x {1, 2}.

(g, i) bedeutet, dass die simulierte Maschine M im Zustand q ist und M’
auf Spur i arbeitet.

25



DTM mit zweiseitig unbeschranktem Band

Beweis (Forts.) Fiir die Simulation von M durch M’ soll nun gelten:

M erreicht von s, # | # w7 aus eine Konfiguration q, u1 b aup

gdw

b uff
M/ rechnet p,$i Wg# NV % S i z#

( - steht in beiden Konf. zwischen denselben zwei Bandpositionen (an denen
das Band “umklappt”))

26



DTM mit zweiseitig unbeschranktem Band

Beweis (Forts.) M’ simuliert M wie folgt:
e Wenn M’ das Zeichen $ erreicht, wechselt sie die Spur.

e Wenn die simulierte Maschine M nach rechts (links) geht,
geht M’ nach rechts (links) auf Spur 2 und nach links (rechts) auf
Spur 1.

e Wenn M/’ ein # erreicht (d.h. sie erreicht den Bandteil, wo noch nicht

zwei Spuren angelegt sind), macht sie daraus i

Gilt etwa dr¢(q,a) = (q’, L), so muB in M gelten:
e 5 ((q,2), Z) = ((¢’,2), L) fiir alle mdglichen x,

e dr((a.1), 2) = ((q',1), R) (auf der oberen Spur ist der Inhalt des
“linken Halbbandes” revers notiert, deshalb muB hier die Laufrichtung
entgegengesetzt sein).
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DTM mit zweiseitig unbeschranktem Band

Beweis (Forts.)

AuBerdem gilt immer:

opme((9.1),9) = ((9.2). R)
o ((9.2),9) = ((9.1). R)

Spurwechsel beim Uberschreiten von $

Spqar ((aq. 1), #) = (q. 1), ﬁ)

Erzeugen eines neuen Doppelspurstiicks

etc.
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DTM mit zweiseitig unbeschranktem Band

Beweis (Forts.)

Wenn dann M mit h, uﬁ hilt, dann erreicht M’ eine Konfiguration, die
eine der folgenden Formen hat:

- L UR
(7) (h,l),$i...ﬁ#m#i...ﬁoder

(if) (h,2),$j..§#';#£.i

oder

R
(i) (h2),$ 0,7 ... % omit uiuy = u.

Bei Konfigurations-Form (iii) kann entweder das uf uber das w»
“hinausragen” oder umgekehrt.



DTM mit zweiseitig unbeschranktem Band

Beweis (Forts.) Dritte Phase der Rechnung:
Die Simulation von M ist abgeschlossen.

M’ muB nun den Bandinhalt von zwei Spuren auf nur eine heruntertrans-

formieren, um danach die Konfiguration h, #uﬁ Zu erreichen.

#

e M’ macht zunichst alle rechts vom beschriebenen Bandteil zu #. Fiir Fall

7#
(i) und (ii) 16scht sie die ﬁ links von u® bzw. w.

e Fiir Fall (iii) schiebt M’ dann die untere Spur nach links, bis sie eine
R

Konfiguration g, #”‘1 #u2ﬁ erreicht.

e Fiir Fall (i) und (iii) muB M’ jetzt uf bzw. uf auf nur eine Spur transformieren
und zugleich invertieren, sie muB3 also fiir den allgemeineren Fall (iii)

R
q, $#f'.1.# o q’, $uyup# rechnen.

e Danach muB M’ nur noch das $ links I8schen und nach rechts neben u laufen.

30



DTM mit zweiseitig unbeschranktem Band

Damit hat die Standard-DTM M’ die Arbeitsweise der zw-DTM M

vollstandig simuliert.

Also kann man mit zw-Turing-Maschinen nicht mehr berechnen als mit
Standard DTMs. O

31



Variationen von Turing-Maschinen

e Standard-DTM

e Turing-Maschinen, die nie hangen

e DTM mit zweiseitig unbeschrinktem Band (zw-DTM)
e DTM mit kK Halbbandern

32



DTM mit kK Halbbandern

-
Definition (DTM mit k Halbbdndern, k-DTM)
Eine Turing-Maschine M = ( K, X1,...,X,,d,s ) mit kK Halbbdndern

(mit je einem Kopf) ist eine Turing-Maschine mit einer Ubergangsfunktion

d: K XX X ... XX —

(KU{h})) x (Z1 U{L R}) x ... x (T U{L R})

Eine Konfiguration einer k-Turing-Maschine hat die Form

C =q, wiaiuy, ..., wgaguy.
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DTM mit kK Halbbandern

DTM mit k Halbbandern

e Die Kopfe einer k-DTM konnen sich unabhangig bewegen
(sonst hatten wir nur eine DTM mit k Spuren).

e Die Definition der Nachfolgekonfiguration verlauft analog zu der
Definition bei Standard-DTM.

e Fiir eine k-DTM, die eine Funktion f : 2 " — 2 berechnet, legen wir
fest, dass sowohl die m Eingabewerte als auch — nach der Rechnung —
die n Ergebniswerte auf dem ersten Band stehen sollen.

e Es iibertragen sich alle Begriffe wie berechenbar, entscheidbar etc.
kanonisch auf k-DTM.
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DTM mit kK Halbbandern

Theorem [Simulation von k-DTM durch DTM]
Zu jeder k-DTM M, die eine Funktion f berechnet (resp. eine Sprache

L akzeptiert), existiert eine DTM M/, die ebenfalls f berechnet (resp. L
akzeptiert).

35



DTM mit kK Halbbandern

Beweis (Skizze)

Wir arbeiten mit einer Turing-Maschine mit mehreren Spuren.

Um eine k-DTM zu simulieren, verwenden wir 2k Spuren, also Bandzeichen,

die aus 2k iibereinander angeordneten Buchstaben bestehen.

e In den Spuren mit ungerader Nummer stehen die Inhalte der k Bander

von M.

e Die Spuren mit gerader Nummer verwenden wir, um die Positionen

der Képfe von M zu simulieren:
Die 2i-te Spur enthilt an genau einer Stelle ein A, namlich da, wo M

gerade seinen i-ten Kopf positioniert hatte, und ansonsten nur Blanks.

M/’ kodiert zunichst die Eingabe von M. Dann simuliert M’ die Maschine
M. Am Ende der Rechnung wird noch die Ausgabe dekodiert.
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Ubersicht

Determinierte Turing-Maschinen (DT Ms)
Varianten von Turing-Maschinen

Indeterminierte Turing-Maschinen (NTMs)
Universelle determinierte Turing-Maschinen
Entscheidbar/Aufzihlbar

Determinierte Turing-Maschinen entsprechen Typ O

Unentscheidbarkeit
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Indeterminierte Turing-Maschinen (NTMs)

-

Definition (Indeterminierte Turing-Maschine, NTM)
Eine indeterminierte Turing-Maschine M ist ein Tupel

M= (K,X,A,s)

Dabei sind K, X, s definiert wie bei determinierten Turing-Maschinen.
Ubergangsrelation:

A C (K xTX)x ((Ku{h})x (ZU{L R}))
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Indeterminierte Turing-Maschinen (NTMs)

Mehrere Nachfolgekonfigurationen

Konfigurationen sind definiert wie bei DT Ms.

Nun kann eine Konfiguration aber mehrere mogliche Nachfolgekonfigu-

rationen haben.

-

Definition (NTM: Halten, Hangen, Akzeptieren) Sei M = (K,%, A, sp) eine
indeterminierte Turing-Maschine.

e M halt bei Input w, falls es unter den moglichen Rechnungen, die M wahlen
kann, eine gibt, so dass M eine Haltekonfiguration erreicht.

e M hangt in einer Konfiguration, wenn es keine (durch A definierte) Nach-
folgekonfiguration gibt.

o M akzeptiert ein Wort w, falls sie von s, #w+# aus einen Haltezustand
erreichen kann, und M akzeptiert eine Sprache L, wenn sie genau alle Worter
w € L akzeptiert.

~N
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Indeterminierte Turing-Maschinen (NTMs)

Bemerkung

Wenn es nicht nur darauf ankommt, ob die Maschine hilt, sondern auch
mit welchem Bandinhalt:

Welche der vielen Haltekonfigurationen sollte dann gelten?

Um dieses Problem zu umgehen, iibertragen wir die Begriffe des
Entscheidens und Aufzihlens nicht auf NTMs. Im Allgemeinen verwendet
man NTMs auch nicht dazu, Funktionen zu berechnen.
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Indeterminierte Turing-Maschinen (NTMs)

Wie rechnet eine indeterminierte Turing-Maschine?

e Die Regeln einer determinierten DTM kann man sich als Programm
(aus sehr einfachen Schritten) vorstellen.

e Bei NTM ist das anders!

e Eine NTM ist nicht einfach eine Maschine, die immer richtig rat!

Dieselbe Diskussion hatten wir bei indeterminierten endlichen Automaten.
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Indeterminierte Turing-Maschinen (NTMs)

Vorstellung von einer NTM

e Korrekte Vorstellung:

— Uberginge von Konfiguration zu Nachfolgekonfiguration entspr.
Regelmenge

— plus Suchverfahren!

oder: Eine NTM beschreitet alle moglichen Rechenwege parallel.

e Eine NTM akzeptiert ein Wort, wenn es mindestens einen
Berechnungsweg gibt, der in einer Haltekonfiguration endet.

e Sprechweise “Die NTM rat”: Wir verwenden diese Sprechweise, sie ist
aber mit Vorsicht zu genieBen!
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Indeterminierte Turing-Maschinen (NTMs)

Beispiel.

Sei

L = {|" | nist nicht prim und n > 2}

Eine NTM kann diese Sprache wie folgt azeptieren:

1.

> 2

Eine Zahl ,raten” und (nach rechts) aufs Band schreiben.
Noch eine Zahl ,raten” und daneben schreiben.

Die beiden Zahlen miteinander multiplizieren.

Das Ergebnis mit der Eingabe vergleichen.

Genau dann, wenn beide gleich sind, anhalten.
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