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Godelisierung von DTMs

Definition (Godelnummern von DTMs)
DTMs werden als Godelzahlen kodiert:

e DTMs konnen als Goédelworter dargestellt werden.

e Die Buchstaben der Godelworter konnen in Ziffern kodiert werden,
um Godelnummern zu bekommen.

e Notation: g(M) fiir die Gédelnummer der DTM M.

.

-
Definition Jede naturliche Zahl n soll Godelnummer einer DTM M, sein.

Wir definieren

M, — { M, falls g(M) =n

Mpae  falls AM g(M) =n

M. ist eine TM, die sofort anhalt und weiter nichts tut.

.




Halteproblem

Definition [Allgemeines Halteproblem]

Das allgemeine Halteproblem ist die Frage, ob die DTM mit Gédelnum-

mer n bei Eingabe i/ hilt.

Es entspricht der Sprache

Haig = {(n, i) | M hélt bei Eingabe i}.




Halteproblem

r

Definition [Spezielles Halteproblem]

Das spezielle Halteproblem ist die Frage, ob die DTM mit Goédelnummer
n bei Eingabe n hilt.

Es entspricht der Sprache

H = {n | M, hilt bei Eingabe n}.




Halteproblem

Definition [Null-Halteproblem]
Das Null-Halteproblem ist die Frage, ob die DTM mit Goédelnummer n
bei leerer Eingabe hilt.

Es entspricht der Sprache

Ho := {n | M hélt bei leerer Eingabe}

Manchmal auch:
“bei Eingabe 0" anstatt “bei leerer Eingabe™.



Das spezielle Halteproblems

Theorem (Halteproblem ist unentscheidbar)
Das spezielle Halteproblem H := {n | M, hélt bei Eingabe n}
ist unentscheidbar.

-

Beweis: Letzte Vorlesung.

r

Theorem (Akzeptierbarkeit von H)
Das spezielle Halteproblem 7 ist aufzdhlbar. D. h. die Sprache

H ={n| M, hilt bei Eingabe n }

ist akzeptierbar.
\.

Beweis: Letzte Vorlesung.



Das spezielle Halteproblems

Theorem (Halteproblem ist unentscheidbar)
Das spezielle Halteproblem H := {n | M, hilt bei Eingabe n}
ist unentscheidbar.

-

Beweis: Letzte Vorlesung.

r

Theorem (Akzeptierbarkeit von H)
Das spezielle Halteproblem 7 ist aufzdhlbar. D. h. die Sprache

H ={n| M, hilt bei Eingabe n }

ist akzeptierbar.

.

Beweis: Letzte Vorlesung.

Korollar Das Komplement von H ist nicht aufzihlbar.




Reduktion von Problemen

Wie zeigt man, dass ein Problem unentscheidbar ist?

Reduktion (informell)

Wir geben eine totale, berechenbare Funktion f an, die
e eine Instanz p; von P;
e in eine Instanz p» von P> umwandelt,

e und zwar so, dass die Antwort zu p; ,,ja” ist gdw die Antwort zu p»
nja' ist.

Wenn P; unentscheidbar ist, dann ist auch P> unentscheidbar.

10



Reduktion von Problemen

Definition
Seien L1, L, Sprachen iiber N.

[ 1 wird auf L> reduziert,
gdw

es gibt eine TM-berechenbare Funktion f : N — N, so dass gilt:

VneN (ne€ L gdw f(n) € Ly).
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Reduktion von Problemen

Lemma

Ist L1 < Ly, und ist L; unentscheidbar, so ist auch L> unentscheidbar.

Beweis: Letzte Vorlesung.
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Unentscheidbarkeit

r
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Theorem [Unentscheidbarkeit von H,].
Das Null-Halteproblem

Ho = {n | M, hilt bei Eingabe 0}

ist unentscheidbar.
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Unentscheidbarkeit

Beweis: Gegeben eine TM M,,.

Kombiniere diese mit einer DTM, die n aufs Band schreibt.
f(n) sei definiert als die Goédelnummer dieser neuen Maschine.

M () hélt auf Eingabe von 0
gdw
M, hilt auf Eingabe von n

Damit:

Reduktion des speziellen Halteproblems auf das Null-Halteproblem.

(f ist total und berechenbar!)

Also:
Unentscheidbarkeit des Null-Halteproblems folgt aus
Unentscheidbarkeit des speziellen Halteproblems
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Unentscheidbarkeit
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Theorem [Unentscheidbarkeit von 1Co].
Das allgemeine Halteproblem

Hag = {(n, i) | M,; hélt bei Eingabe i}

ist unentscheidbar.
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Unentscheidbarkeit

f

.

Theorem [Unentscheidbarkeit von 1Co].
Das allgemeine Halteproblem

Hag = {(n, i) | M,; hélt bei Eingabe i}

ist unentscheidbar.

Beweis 1:

Wir zeigen, dass Ho = Hallg:

Sei f : N — N mit f(n) = (n,0) (TM berechenbar).

Dann n € Hg gdw. M, hilt bei Eingabe 0 gdw. f(n) € Hajg.
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Unentscheidbarkeit

f
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Theorem [Unentscheidbarkeit von 1Co].
Das allgemeine Halteproblem

Hag = {(n, i) | M,; hélt bei Eingabe i}

ist unentscheidbar.

Beweis 2:

Wir zeigen, dass H =< H,jg:

Sei g : N — N mit g(n) = (n, n) (TM berechenbar).

Dann n € H gdw. M, halt bei Eingabe n gdw. g(n) € H,jg.
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Unentscheidbarkeit

Ahnlich kann man per Reduktion die Unentscheidbarkeit der folgenden
Probleme zeigen:

e &, das Leerheitsproblem.

E = {n | M, halt bei keiner Eingabe aus ¥*}

e 7, das Totalitatsproblem.
T :={n | M, halt bei jeder Eingabe aus *}.

e £q, das Gleichheitsproblem.

Eq := {{(n, m) | M,, akzeptiert die gleiche Sprache iiber ¥ wie M, }.

e &nt, das Entscheidbarkeitsproblem.

Ent := {n | M, akzeptiert eine entscheidbare Sprache iiber ¥ }.
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