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Motivation
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Letzte Vorlesung

Determinierte endliche Automaten (DEAs)

Indeterminierte endliche Automaten (NDEAs)

Automaten mit epsilon-Kanten

Endliche Automaten akzeptieren genau die Typ-3-Sprachen
Pumping-Lemma

Abschlusseigenschaften und Wortprobleme

Rational = Regulare Ausdriicke



Endlicher Automat: Definition

Definition. Ein endlicher Automat (e.a.) (finite automaton) ist ein Tupel
A= (K,Z,6, s, F).

Dabei ist

e K eine endliche Menge von Zustanden,

e X ein endliches Alphabet (aus dessen Buchstaben die Einga-
bewdrter bestehen kdnnen),

e §: K x X — K die totale(!) Ubergangsfunktion,
e sy € K der Startzustand, und

e [ C K die Menge der finalen Zustande.




Endlicher Automat: Ubergangsfunktion

Bedeutung der Ubergangsfunktion

6(q,a) = q’ bedeutet:
e Der Automat ist im Zustand q,
e liest ein a und

e geht in den Zustand q’ iiber.

-
Wir erweitern 6 zu 6*

0% : K x X* — K ist strukturell rekursiv tiber X* definiert:

6"(q.e) = q
6"(q.wa) = 06(6"(q, w) a)

.

Wenn klar ist, was gemeint ist, wird d* auch einfach als 6 geschrieben.



Endlicher Automat: Akzeptierte Sprache

s

Definition (Von einem endlichen Automaten akzeptierte Sprache)
Die von einem Automaten A akzeptierte Sprache, ist definiert als

L(A) .= {weX* | §(so,w) € F}

.

-
Definition (Von endlichen Automaten akzeptierte Sprachen)

Die Menge
RAT := {L | es gibt einen endlichen Automaten A mit L = L(A)}

der von endlichen Automaten akzeptierten Sprachen
heiBt Menge der rationalen Sprachen

.




Jetzt

Determinierte endliche Automaten (DEAs)

Indeterminierte endliche Automaten (NDEAs)

Automaten mit epsilon-Kanten

Endliche Automaten akzeptieren genau die Typ-3-Sprachen
Pumping Lemma

Abschlusseigenschaften und Wortprobleme

Rational = Regulare Ausdriicke



Indeterminierte endliche Automaten (NDEAs)




Determiniert / indeterminiert

r

Determinierter endlicher Automat
e Fiir einen Zustand g und eine Eingabe a
genau ein einziger Nachfolgezustand

e festgelegt durch Ubergangsfunktion &

\

»
Indeterminierter endlicher Automat

e Fiir einen Zustand g und eine Eingabe a
evtl. mehrere Nachfolgezustande — oder gar keiner

o festgelegt durch Ubergangsrelation A




Indeterminierter endlicher Automat

Definition (Indeterminierter endlicher Automat)
Ein indeterminierter endlicher Automat (NDEA) ist ein Tupel

A=(K, X, A IF)

Dabei ist
e K eine endliche Menge von Zustanden,
e 2 ein endliches Alphabet,
e A C (K x X) x K eine Ubergangsrelation,
e /| C K eine Menge von Startzustanden,

e [ C K eine Menge von finalen Zustidnden.
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NDEA: Ubergangsrelation

Definition (Erweiterung von A zu A*)

A" C(KxX*)x K

ist definiert durch:

A*((q.€), q") gdw qd =q
A*( (g, wa), ¢") gdw ¢ € K (A*((q.w), ¢"") A A((4",a), "))

J
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NDEA: Akzeptierte Sprache

Wann akzeptiert ein indeterminierter Automat ein Wort?

Ein indeterminierter endlicher Automat A akzeptiert ein Wort w, wenn
e es mindestens einen Weg mit der Beschriftung w durch A gibt,

e der in einem finalen Zustand endet.
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NDEA: Akzeptierte Sprache

Wann akzeptiert ein indeterminierter Automat ein Wort?

Ein indeterminierter endlicher Automat A akzeptiert ein Wort w, wenn

e es mindestens einen Weg mit der Beschriftung w durch A gibt,

e der in einem finalen Zustand endet.

r

Definition (Von einem NDEA akzeptierte Sprache)

Die von einem indeterminierten endlichen Automaten A akzeptierte
Sprache ist

L(A) = {weX |3dsselTgeF : A" ((so,w), q)}
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NDEA: Beispiel

Der Automat

A= ({5, 51,52}.,{a, b}, A, {S0}, {S0})

mit A(Sg, a) = {S1},

akzeptiert die Sprache

A(S1,b) ={S0, 5} A(S:,a) ={S5}

L = {ab, aba}™
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NDEA: Graphische Darstellung

Der Automat

A= ({50, 51, 52}, {a, b}, A, {So}, {So})

mit A(Sg, a) = {S1},

A(S1,b) = {S0, S} A(S2,a) = {50}

>@
WV

&)

Akzeptiert: {ab, aba}*
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Indeterminierter endlicher Automat

Vom indeterminierten Automaten zum Algorithmus?

-

Vom Automaten zum Algorithmus (fiir das Wortproblem):

e DEA = Algorithmus
e NDEA + Suchstrategie = Algorithmus

16



Indeterminierter endlicher Automat

Vom indeterminierten Automaten zum Algorithmus?

-

Vom Automaten zum Algorithmus (fiir das Wortproblem):

e DEA = Algorithmus

e NDEA + Suchstrategie = Algorithmus

Zwei Sichtweisen auf indeterminierte Automaten

7

e Der Automat durchliuft alle Wege
(parallel oder mittels Backtracking)

e Der Automat rat, welcher von mehreren

moglichen Folgezustanden der richtige ist
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NDEA und DEA: Beispiel

DEA fiir gleiche Sprache wie NDEA auf Seite 15

@%@7@6@

/%
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NDEA und DEA

Vergleich NDEA / DEA
b =t
a b a
>0 )——=( )J—=( )——
NG - <0 OO
N S
a b a b

INDZEN
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NDEA und DEA

Vergleich NDEA / DEA

b =8
>@ R

NDEA: @ DEA: %f b

e DEA hat mehr Zustiande, komplizierter
e DEA muss nicht ,,raten”

e DEA braucht genauso viele Schritte
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NDEA und DEA

Wir zeigen spater:

Fiir jeden indeterminierten Automaten AnDEA
gibt es einen determinierten Automaten Apga mit

L(Anpea) = L(Apea)
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NDEA und DEA: Weiteres Beispiel

Determinierter Automat fiir die Sprache

L = {a b}"{a}{a b}

(die Sprache aller Worter iiber {a, b}, deren zweitletzter Buchstabe a ist)
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NDEA und DEA: Weiteres Beispiel

Determinierter Automat fiir die Sprache

L = {a b}"{a}{a b}

(die Sprache aller Worter iiber {a, b}, deren zweitletzter Buchstabe a ist)

sl )

Idee: Im Zustand jeweils die letzten zwei Buchstaben merken
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NDEA und DEA: Weiteres Beispiel

Indeterminierter Automat fiir die Sprache

L = {a b}"{a}{a b}

(die Sprache aller Worter liber {a, b}, deren zweitletzter Buchstabe a ist)
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NDEA und DEA: Weiteres Beispiel

Indeterminierter Automat fiir die Sprache

L = {a b}"{a}{a b}

(die Sprache aller Worter liber {a, b}, deren zweitletzter Buchstabe a ist)
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NDEA und DEA: GroBenvergleich

r

\_

GroBenvergleich (Worst case)
Sprache iiber {a, b} der Worter, deren nt-letzter Buchstabe ein a ist

Determinierter Automat: 2" Zustande
(einen fiir jede Buchstabenkombination der Linge n)

Indeterminierter Automat: n 4+ 1 Zustinde
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Gleichmachtigkeit von DEA und NDEA

.

Theorem. DEA gleich machtig wie NDEA
Eine Sprache ist rational
(es gibt einen determinierten endlichen Automaten, der sie akzeptiert)

gdw

es gibt einen indeterminierten endlichen Automaten, der sie akzeptiert.

J
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Gleichmachtigkeit von DEA und NDEA

( )

Theorem. DEA gleich machtig wie NDEA
Eine Sprache ist rational

(es gibt einen determinierten endlichen Automaten, der sie akzeptiert)

gdw

es gibt einen indeterminierten endlichen Automaten, der sie akzeptiert.
. J
Beweis. ,,=":

e Sei L eine rationale Sprache.

e Dann gibt es laut Definition einen
determinierten endlichen Automaten Apga mit L = L(Apga).

e Jeder determinierte endliche Automat ist aber insbesondere auch ein
(besonderer) indeterminierter endlicher Automat.
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Gleichmachtigkeit von DEA und NDEA

.

Theorem. DEA gleich machtig wie NDEA
Eine Sprache ist rational
(es gibt einen determinierten endlichen Automaten, der sie akzeptiert)

gdw

es gibt einen indeterminierten endlichen Automaten, der sie akzeptiert.

J

Beweis ,,<":

Sei Anpea = (K, X, A, [, F) ein (beliebiger) indeterminierter endlicher

Automat. Er akzeptiert die Sprache L(Anpga)-

Beweisidee: Konstruiere aus Anpga einen determinierten Automaten Apga

mit

L(Anpea) = L(Apea)

mit Hilfe einer Potenzmengenkonstruktion ...



Gleichmachtigkeit von DEA und NDEA

Beweis (Forsetzung)
Fortsetzung . ..
e Zustande in Apga bestehen aus Mengen von Zustinden von Anpga

e Wenn man in Axpea mit w nach g1, ..., gn gelangt,
dann gelangt man in Apga mit w nach ¢’ = {q1,...,qn}.

e Initialer Zustand von Apga:
Menge aller initialen Zustinde von AnpEea

e Finale Zustande von Apga:
Jede Menge von Zustianden, die einen finalen Zustand von Apnpga
enthalt
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Gleichmachtigkeit von DEA und NDEA

Zunachst ein konkretes Beispiel

Ein NDEA, der die folgende Sprache akzeptiert:

Laabsaba = {w € {a, b}™ | w hat aab oder aba als Teilwort}
1O OO
(=)~
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Gleichmachtigkeit von DEA und NDEA

X

Zundchst ein konkretes Beispiel §@&@ ) @ b\
NV N
OO O

)

Startzustand:
Menge der alten Startzustidnde, also {1,5}.

X

Nachster Schritt:
Ubergang von {1,5} mit a

A(l,a) = {1,2}
A(5,a) = {5,6}

Also neuer Zustand {1,2,5,6} mit

S Apen({1,5}, 2) = {1,2,5,6}
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Gleichmachtigkeit von DEA und NDEA

Zunachst ein konkretes Beispiel

Nachster Schritt:
Ubergang von {1,5} mit b.

A(1, b)
A(5, b)

F@é@ ~() "\

YooroX

X

NG)

Fiir den Eingabebuchstaben b bleibt Apga also im Startzustand.
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Gleichmachtigkeit von DEA und NDEA

X

Zunachst ein konkretes Beispiel \ / \

O OO
NV N\

o9

Nachster Schritt:
Ubergang von {1,2,5,6} mit a

X

A(l,a) = {1,2} >®%® @
A(2,a) = {3}

A(5,a) = {5,6}

A(6,a) = 0

Also neuer Zustand {1,2,3,5,6} mit

Supen({1,2,5,6},a) = {1,2,3,5,6}

usw.

34



Gleichmachtigkeit von DEA und NDEA

Zunachst ein konkretes Beispiel
Es ergibt sich folgender determinierter Automat Apga:
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Gleichmachtigkeit von DEA und NDEA

Zunachst ein konkretes Beispiel
Es ergibt sich folgender determinierter Automat Apga:

Uberginge aller finalen Zustinde fiihren in finale Zustinde.
Vereinfachung: Man konnte die finalen Zustande zu einem zusammenfassen
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Gleichmachtigkeit von DEA und NDEA

Beweis (Fortsetzung)

Konstruktion des determinierten endlichen Automaten Apga formal:

Gegeben: Indeterminierter endlicher Automat

Anpea = (K, X, AL F)

Wir konstruieren: Determinierten endlichen Automaten
Apea = (K", X, 68, I’ F')
mit
o K/ =2K (die Potenzmenge von K)

e Ubergangsfunktion

§ 2K x ¥ — 2K mit §'(M, a) = U A(q, a)
geM
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Gleichmachtigkeit von DEA und NDEA

Beweis (Fortsetzung)

Konstruktion des determinierten endlichen Automaten Apgp formal:

Gegeben: Indeterminierter endlicher Automat

Anpea = (K, X, AL F)

Wir konstruieren: Determinierten endlichen Automaten
Apea = (K", 2,8, I’ F)
mit
o /"= (die Menge der initialen Zustdnde von Anpga)

o F/I={MCK | MNF #0}
(alle Zustandsmengen von Apnpga, die einen finalen Zustand enthalten)
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Gleichmachtigkeit von DEA und NDEA

Beweis (Fortsetzung)

Konstruktion des determinierten endlichen Automaten Apgp formal:

Gegeben: Indeterminierter endlicher Automat

Anpea = (K, X, AL F)

Wir konstruieren: Determinierten endlichen Automaten
Apea = (K", X, 68, I’ F')
mit
Merke:
e ) e K’
o §/(0,x) =0 fur alle x € X
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Gleichmachtigkeit von DEA und NDEA

Beweis (Fortsetzung)

Lemma: Fir alle w € ¥*: (M, w) = A*(q, w)

qeEM




Gleichmachtigkeit von DEA und NDEA

Beweis (Fortsetzung)

Lemma: Fir alle w € ¥*: (M, w) = A*(q, w)

qeEM

Beweis durch Induktion liber die Lange von w:
Induktionsanfang: |w| =0

8" (M.e) =M= |J{q} = | A*(q.¢)

qeM qeM
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Gleichmachtigkeit von DEA und NDEA

Beweis (Fortsetzung)

Lemma: Fiir alle w € ¥*: 6" (M, w) = U ey A% (g, w)
Induktionsschritt:
6" (M, wa)
= 5 (6" (M, w), a) Def. von *
Upes=(mw) B(p. a) Definition von ¢’

= Upe(qSMA*m,w))A(p,a) Ind.-Vor. fiir 6"(M, w)

= {9’ |IgeM3Ipe A*(q,w):q" € A(p, a)}
{q’ | 3g € M q’ € A*(q,wa)} Def. von *
= Ugem A™(q, wa)
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Gleichmachtigkeit von DEA und NDEA

Bewelis

(Schluss)

Es gilt fiir alle w € X*:

w € L(ApEea)

gdw &'*(I',w) € F’ (Def. der Sprache eines Automaten)
gdw 6" (I,w) € F’ (da I’ = I per Def.)
gdw (I, w)NF #( (Def. von F’)
gdw U, A% (g, w)NF #0 (nach Lemma)
gdw Jge/3q’ € F (¢’ € A*(q, w))

gdw w € L(Anpea) (Def. der Sprache eines Automaten)
Damit: L(Apea) = L(Anpea) O
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Beispiel

Determinierter Automat fiir die Sprache

L = {a b}"{a}{a b}

(die Sprache aller Worter iiber {a, b}, deren zweitletzter Buchstabe a ist)

sl )

Idee: Im Zustand jeweils die letzten zwei Buchstaben merken
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Beispiel

Indeterminierter Automat fiir die Sprache

L = {a b}"{a}{a b}

(die Sprache aller Worter liber {a, b}, deren zweitletzter Buchstabe a ist)
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Beispiel

Indeterminierter Automat fiir die Sprache

L = {a b}"{a}{a b}

(die Sprache aller Worter liber {a, b}, deren zweitletzter Buchstabe a ist)

Konstruktion des determinierten endlichen Automaten: an der Tafel.

https://userpages.uni-koblenz.de/~sofronie/gti-ss-2020/slides/ndea-to-dea.pdf
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Ubersicht

Determinierte endliche Automaten (DEAs)

Indeterminierte endliche Automaten (NDEAs)

Automaten mit epsilon-Kanten

Endliche Automaten akzeptieren genau die Typ-3-Sprachen
Pumping-Lemma

Abschlusseigenschaften und Wortprobleme

Rational = Reguldare Ausdriicke
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Automaten mit epsilon-Kanten

48



Automaten mit s-Kanten

Vom NDEA zum Automaten mit e-Kanten
Bisher (NDEA): Kanten mit einem Buchstaben beschriftet

Jetzt (Automat mit e-Kanten): Kanten mit einem Wort beschriftet
Es darf auch das leere Wort ¢ sein!
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Automaten mit s-Kanten

Vom NDEA zum Automaten mit e-Kanten
Bisher (NDEA): Kanten mit einem Buchstaben beschriftet

Jetzt (Automat mit e-Kanten): Kanten mit einem Wort beschriftet
Es darf auch das leere Wort ¢ sein!

Ein Automaten mit e-Kanten kann ...
e in einem Schritt ein ganzes Wort verarbeiten

e ecinen Zustandsiibergang machen, ohne dabei einen Buchstaben zu
lesen
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Automaten mit s-Kanten: Definition

Definiton. Ein Automat mit e-Kanten (s-NDEA) A ist ein Tupel
A=(K, X, A IF)

Dabei ist
e K eine endliche Menge von Zustanden,
e 2 ein endliches Alphabet,
e A C (K x X*)x K eine eine (endliche) Ubergangsrelation,
e /| C K eine Menge von Startzustanden,

e [ C K eine Menge von finalen Zustidnden
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Automaten mit e-Kanten: Ubergangsrelation

\
Definition. (Erweiterung von A zu A*)
A" C(KxX*)x K
ist (3hnlich wie fiir NDEASs) definiert durch:
A*((g.€), q") gdw q'=4q oder A((q,¢) q")
A*( (g, wiwz), ") gdw 3" e K
A*((q,w1), ) vV A((q,w1), 7)
N
A*((q" w2), ") vV A((q", w2), ")
J
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Automaten mit c=-Kanten: Akzeptierte Sprache

r

Definition. Die von einem Automaten mit e-Kanten
A=(K, X, A IF)
akzeptierte Sprache ist

L(A)={weX™ | I3speladge F A*((s0,w)q) }
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Automaten mit s-Kanten: Beispiel

Beispiel
ba

‘ .
/@ ©

a

Akzeptiert: {aba}*{b}{b}* U {aba}*{a} U {ba}
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Gleichmachtigkeit von Automaten mit s-Kanten

und NDEAs

r

Theorem (c-NDEA gleich machtig wie NDEA)

Zu jedem Automaten mit e-Kanten A existiert ein indeterminierter end-
licher Automat A’ mit

L(A) = L(A")
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Gleichmachtigkeit: Beweis

Transformation von A in einen NDEA ohne e-Kanten
1. Ersetze Uberginge:
e mit nur einem Buchstaben markiert — beibehalten

e mit einem Wort w markiert (|w| = n) —  ersetze durch n Uberginge

(verwende n — 1 neue, zusatzlicher Zustande)
dn—1

g g —» g3 a3e3 TS g1 3aq,

e =-Uberginge — statt diesen

A((q.a), ")

fiir jedes Paar

A((g.a), ¢") und A((q'.¢), ")
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Gleichmachtigkeit von Automaten mit s-Kanten
und NDEAs

Beweis (Fortsetzung)

Transformation von A4 in einen NDEA ohne =-Kanten

2. Zusatzliche Initialzustdnde:
Falls g € | und A*( (q,¢), q’), dann auch ¢’ € I

3. Finalzustiande bleiben unverandert
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Gleichmachtigkeit: Beispiel

Beispiel. Der Automat mit e-Kanten ...

‘ .
/@ ©

a

ba

Akzeptiert: {aba}*{b}{b}* U {aba}*{a} U {ba}
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Gleichmachtigkeit: Beispiel

1. Ersetze Uberginge:

e Die mit einem Buchstaben markierten Uberginge: beibehalten.

b b .
s1 — S» und s» — sy bleiben. B

e Ubergang s aba, S1: ‘
Neue Zustande: p(apa1): P(aba,2)-

b

Ubergang S1 a—b‘3> s1 ersetzt durch /@%
a b a

S1 — p(aba,l) — p(aba’2) — S]. ab%@\—/

e Ubergang sg _ba, S3: a
Neuer Zustand: p(p, 1).

: b b
Ubergang sy — s3 ersetzt durch sy — P(ba,1) 2 3.



Gleichmachtigkeit: Beispiel

ba
>(s)

1. Ersetze Uberginge: . \b
l e @%

a

(Fortsetzung)

Statt e-Uberginge:
o A((s1, b),s2) und A((s2,€), s3) : neuer Ubergang: A((sy, b), s3).
o A((s2, b),s2) und A((s2,¢€), s3) : neuer Ubergang: A((s2, b), s3).

b
()

2. Zusatzliche Initialzustande:

\"
Da sp € I und A((sp,€),s1), dann auch s; € . >/ \%b , @%b
a a\_/

3. Finalzustinde bleiben unverindert ?, .,
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Gleichmachtigkeit: Beispiel

Beispiel. ... wird transformiert in den dquivalenten NDEA

b
>()

i/@a\\GD/

a,b
P (aba,l) b Y (aba,2)
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Gleichmachtigkeit von Automaten mit s-Kanten

und NDEAs

r

Theorem (c-NDEA gleich machtig wie NDEA)

Zu jedem Automaten mit e-Kanten A existiert ein indeterminierter end-
licher Automat A’ mit

L(A) = L(A")
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Ubersicht

Determinierte endliche Automaten (DEAs)

Indeterminierte endliche Automaten (NDEAs)

Automaten mit epsilon-Kanten

Endliche Automaten akzeptieren genau die Typ-3-Sprachen
Pumping Lemma

Abschlusseigenschaften und Wortprobleme

Rational = Reguldare Ausdriicke
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