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Satz von Kleene

Theorem (Satz von Kleene: RAT = L3)

Eine Sprache L ist rational gdw L ist regular.

Merke:
L ist rational heiBBt: es gibt einen endlichen Automaten, der L akzeptiert

L ist regular heiBBt: es gibt eine rechtslineare Grammatik fiir L



Satz von Kleene

Stephen Cole Kleene (1909 — 1994)
e Mathematiker und Logiker

e Promovierte bei Church in Princeton
(wie Turing und viele andere)

e Professor an der Universitat von Wisconsin
e Einer der Begriinder der theoretischen Informatik

e Unter anderem:

Erfinder der regularen Ausdriicke



Satz von Kleene

Theorem (Satz von Kleene: RAT = L3)

Eine Sprache L ist rational gdw L ist regular.

Beweis:

71$
Wenn eine Sprache L von einem endlichen Automaten A akzeptiert wird,
ist sie regular (wird von einer rechtslinearen Grammatik akzeptiert).

Zu zeigen:

Sei also L = L(.A) fiir einen endlichen Automaten A = (K, X, §, sp, F)

Dazu konstruieren wir eine Grammatik G = (V, T, R, S):

Automat A: in Zustand g, liest ga, geht in Zustand g’

Grammatik:  Variable g, erzeugt a neue Variable g’




Satz von Kleene

Beweis (Fortsetzung) Formale Definition der Grammatik:

vV = K
Tr = X
S = s
R = {qg—aq | g a)=q }U

{g—=¢ | qgeF}



Satz von Kleene

Beweis (Fortsetzung) Formale Definition der Grammatik:

vV = K
r = X
S = s
R = {qg—aq | g a)=q }U

{g—=¢ | qgeF}

Durch Induktion iiber die Lange eines Wortes w:

S =7 wq gdw 6" (sp, w) = gq

Daraus: S—=*w gdw 3JgeF (S=I wg— w)
gdw dgeF (5*(50, w) = q)
gdw w € L(A)



Satz von Kleene

Beweis (Fortsetzung) “<"  zu zeigen:

Wenn eine Sprache L regular ist

(sie wird von einer rechtslinearen Grammatik akzeptiert),
dann gibt es einen endlichen Automaten A, der sie akzeptiert.

Sei also L = L(G) fiir eine rechtslineare Grammatik G = (V, T, R, S)
Dazu konstruieren wir einen e-NDEA A = (K, X, A, I, F) mit:

K V U {@stop } (gstop Neu)
| = {S}

> = T

F = {qStOP}



Satz von Kleene

Beweis (Fortsetzung)
Definition von A:
A( (X, u), X")
A( (X, u), Gstop )

fiir X, X’ e Kund ueX*

< def

L <—def

X —>uX'"eR
X —>ueRrR
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Satz von Kleene

Beweis (Fortsetzung)
Definition von A:
A( (X, u), X') =g X—-uX'€ER
A((X,u), Gstop) <=def X —>UER

fiir X, X’ e Kund ueX*

( )
Grammatik G mit Regeln

S — abaS
S — aabS
S — ¢




Satz von Kleene

Beweis (Fortsetzung)
Definition von A:
A( (X, u), X")
A( (X, u), gstop )

fir X, X’ e Kund ue x*

7

Grammatik G mit Regeln

S — abaS
S — aabS
S — =

=g X —=uX'ER

< def X —>u€eER

(-_NDEA:

O

aba
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Satz von Kleene

Beweis (Fortsetzung)
Definition von A:
A( (X, u), X') =g X—-uX'€ER
A((X,u), Gstop) <=qger X —>UuUER
fir X, X’ e Kund ue x*

Durch Induktion iiber die Lange einer Ableitung:

S :>2 w gcl_w A*( (5, W), dstop ) gd_w w & L(A)

Wegen Gleichmachtigkeit von e-NDEA- mit DEA-Automaten gibt es dann
auch einen determinierten endlichen Automaten, der L akzeptiert.

[
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Satz von Kleene

Beispiel:

Grammatik G mit Regeln

S — abaS
S — aabs

S — ¢

Sprache

L(G) = {aba, aab}”

-
e-NDEA:

()

O

aba

aab
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Rational = Reguldare Ausdriicke
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Pumping-Lemma

~

\

“Aufpumpbarkeit” (informell)

Lange Worter x € L lassen sich zerlegen

X = uvw v >1
so dass
uvw...vw = uvw
N —
i mal

wieder in L liegt (fiir alle m > 1)
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Pumping-Lemma

r

.

Pumping-Lemma (informell)

Zu jeder regularen Sprache L gibt es ein n € N, so dass

alle Worter

w e L

aufgepumpt werden kénnen

mit |w| > n
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Pumping-Lemma

~
Pumping-Lemma (informell)

Zu jeder regularen Sprache L gibt es ein n € N, so dass
alle Worter

we L mit |w| > n

aufgepumpt werden kénnen

.

Anwendung
e Wichtige Information iiber die Struktur regularer Sprachen

e Nachweis der Nicht-Regularitat von Sprachen:
Wenn das Pumping-Lemma fiir eine Sprache nicht gilt,
dann kann sie nicht regular sein
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Pumping-Lemma: Intuition

Warum gilt das Pumping-Lemma?

Zu regularer Sprache L gibt es einen DEA, der L akzeptiert

Dieser hat endliche Zustandsmenge K.
Sei m := |K|.

Wenn |w| > |K|, dann muss beim Akzeptieren von w eine Schleife
durchlaufen werden.

Die Schleife kann auch mehrfach durchlaufen werden.

Das Teilwort v, das der Schleife entspricht, kann aufgepumpt werden.
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Pumping-Lemma: Intuition

Abstrakt gesehen
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Pumping-Lemma: Formal

Theorem (Pumping-Lemma fiir £3-Sprachen)

Sei L € RAT. Dann existiert ein n € N, so dass:

Fiir alle
xeL mit |x|>n

existiert eine Zerlegung

X = uvw u,v,wex”®
mit
o |v|>1
o |v|<n

_ e uwvm™w € L fiuralle meN
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Pumping-Lemma: Beweis

Beweis: folgt nach Beispielen
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Pumping-Lemma: Umkehrung

7~

Korollar.
Wenn fiir eine Sprache das Pumping-Lemma nicht gilt,

dann ist sie nicht regular.

o

Vorsicht

e Es gibt nicht-reguldre Sprachen, fiir die das Pumping-Lemma gilt.

(Beispiel: L ={a"b"c" | m,n> 1} U{b"c" | m,n > 0})

e Daraus, dass das Pumping-Lemma fiir eine Sprache gilt,

folgt nicht, dass sie regular ist.
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Pumping-Lemma:Anwendung der Umkehrung

Beispiel
Folgende Sprachen sind nicht regular:

1. Ly :={a'ba' | i€ N}

2. Ly :={aP | p ist Primzahl}
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Pumping-Lemma: Anwendung der Umkehrung

Beweis der Nichtregularitat von L;

Zu
L, :={a'ba' | i e N}

Annahme: Lj ist regular.
Dann gilt fiir L; das Pumping-Lemma.

Sei n die Zahl aus dem Pumping-Lemma.

Dann muss sich das Wort
a"ba" € L

aufpumpen lassen (da |a"ba"| > n).

Sei a"ba" = uvw eine passende Zerlegung laut Lemma.
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Pumping-Lemma: Anwendung der Umkehrung

Beweis der Nichtregularitat von L; (Forts.) aa...aa bga. ..aa = uvw

-~ -~

1.Fall: u=a"v=2a,w=aba" miti,k>0,j>0und k+j+i=n
Einmal aufpumpen (m = 2) ergibt:

2 k _2j i k-+2j+i '
w w = a“a¥a' ba" = YT pa" = a"Vba" & L4

Widerspruch zum Lemmal!
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Pumping-Lemma: Anwendung der Umkehrung

Beweis der Nichtregularitat von L; (Forts.) aa...aa bga. ..aa = uvw

-~ -~

n n

1.Fall: u=a"v=2a,w=aba" miti,k>0,j>0und k+j+i=n
Einmal aufpumpen (m = 2) ergibt:

2 k _2j i k-+2j+i '
w w = a“a¥a' ba" = YT pa" = a"Vba" & L4

Widerspruch zum Lemmal!

2.Fall: u=2a"ha . v=2a w=23"

Widerspruch zum Lemma! (analog zu Fall 1)
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Pumping-Lemma: Anwendung der Umkehrung

Beweis der Nichtregularitat von L; (Forts.) aa...aa baa... aa = uvw

-~ -~

1.Fall: u=2a"v=a, w=aba"miti,k>0,j>0und k+j+i=n.
Einmal aufpumpen (m = 2) ergibt:

2 2j k-+2j+i '
wPw = a“a¥a'ba" = AT pa" = 2"Vl ¢ L,

Widerspruch zum Lemmal!

2.Fall: u=2a"ha,v=2a w=23"

Widerspruch zum Lemma! (analog zu Fall 1)
3.Fall: u=a"v=2abad,w=a mitk+j=i+/=nundi,j, k>0
Einmal aufpumpen (m = 2) ergibt:

wPw = a"dba' dba'a = A" papa T ¢ I,

Widerspruch zum Lemmal!
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Pumping-Lemma: Anwendung der Umkehrung

Beweis der Nichtregularitat von L; (Forts.) aa...aa b::)a. ..aa = uvw

-~ -~

n n

Also: Annahme falsch.

Also: Li nicht regular. O
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Pumping-Lemma: Anwendung der Umkehrung

Beweis der Nichtregularitit von L, := {aP | p ist Primzahl }
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Pumping-Lemma: Anwendung der Umkehrung

Beweis der Nichtregularitat von L,

L, := {aP | p ist Primzahl }
Annahme: Ly ist regular.
Dann gilt fiir L, das Pumping-Lemma.
Sei n die Zahl aus dem Pumping-Lemma.

Dann muss sich jedes Wort
aPel, mit p>n

aufpumpen lassen.

Sei aP = uvw eine passende Zerlegung laut Lemma.
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Pumping-Lemma: Anwendung der Umkehrung

Beweis der Nichtregularitat von L, (Forts.)
Sei
P = uvw = a'd 3~
also
i+j+k=p>n und 0<yj<n
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Pumping-Lemma: Anwendung der Umkehrung

Beweis der Nichtregularitit von L, (Forts.)
Fall 1: /+ k > 1.
Pumpe (i 4+ k) mal:

iI+k

uvitkyw = gf Ilitk) gk

Nach Pumping-Lemma liegt dieses Wort in L, d. h.

i+j(i+k)+k prim
Aber Widerspruch:
i+j(i+k)+k = i+ij+jk+k
= i(l4+))+0U+1)k
i(1+J) + k(1 + )
= ((+K)1+))

33



Pumping-Lemma: Anwendung der Umkehrung

Beweis der Nichtregularitit von L, (Forts.)
Fall 2: i+ k =1.
Pumpe (j + 2) mal:
ud 2w = ol JUH2) gk
Nach Pumping-Lemma liegt dieses Wort in L, d. h.
i+j(j+2)+ k prim
Aber Widerspruch!:
i+jiU+2)+k = 1+j(+2)
14 2j + 2
(1+)

Also:  Annahme falsch. L[> nicht regular. O
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Pumping-Lemma: Beweis

Theorem (Pumping-Lemma fiir £3-Sprachen)

Sei L € RAT. Dann existiert ein n € N, so dass:

Fiir alle
xeL mit |x|>n

existiert eine Zerlegung

X = Uvw uv,wex®
mit
o |v|>1
o |v|<n

_ e uwvm™w € L fiuralle meN
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Pumping-Lemma: Beweis

Beweis. Sei L eine regulare Sprache.

1. Fall: L ist endlich.
Sei wmax das langste Wort in L.

Wir setzen

n: = |Wmax| +1

Dann gibt es keine Wérter x € L, fiir die |x| > n gilt.

Also gilt dann das Pumping-Lemma trivialerweise.

36



Pumping-Lemma: Beweis

Beweis (Fortsetzung) Sei L eine reguldre Sprache.
2. Fall: L ist unendlich.
Sei

A: (K,Z,5,SO,F)

ein endlicher Automat (DEA), der L akzeptiert.

Wir setzen
n:=|K|+1
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Pumping-Lemma: Beweis

Beweis (Fortsetzung)

Wir betrachten ein beliebiges Wort

X = x1x2...xt € L mit |x|=t>n x€XL

Zu zeigen: x lasst sich aufpumpen.

Seien
q0,91,---,9t € K,

die Zustiande, die beim Akzeptieren von x durchlaufen werden:

go=5%, qt<F, (g xi+1)=qgi+1 VO<i<t-—1
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Pumping-Lemma: Beweis

Beweis (Fortsetzung)

Dat>|K|+1 musses0<i<j<t—1geben mit

* g =g
o |j—il <IK]

i+1 ...X

XX Xy Xy
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Pumping-Lemma: Beweis

Beweis (Fortsetzung)

Wahle nun:
\
u X1 ...X]
V. Xigl..-X x=uvw mit 1 < |v| < n.
W Xjy1.-.Xe
Damit:

e Fiir alle m > 0 gibt es Wege

qO!“‘vqi—lvqi1°°°1qj:qi1°°°1qj: :qi--~1q_j1qj—|—l1---1qt

“V”

m mal

e Also: uv™w wird von A akzeptiert.

e Also: uv™welL O
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Pumping-Lemma: Starkere Variante

Theorem (Pumping-Lemma fiir £3-Sprachen, starkere Variante)
Sei L € RAT. Dann existiert ein n € N, so dass:

Fiir alle
x€L mit |x|>n

existiert eine Zerlegung
X = Uvw u,v,w e x”
mit
o |v|>1

e |uv| < n (statt |v| < n)

o uwv™wel firalle meN
\_
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Pumping-Lemma fiir £;

Beweis (Fortsetzung) (Fall L unendlich)
Betrachte Zustande qo,q1,...,9n—1, wobei n — 1 = |K|

—3di,j 0<i<j<n—1 mitgq, =gq;j

> @ ARAA > (D) AAARS (D AARA @)
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Pumping-Lemma fiir £;

Betrachte Zustinde qq, g1, . ..

—3i,j 0<i<j<n—1

Damit: e |v| > 1, |uv|

, gn—1, wobei n — 1 = |K]|

mit g; = q; 7
ai+1...aj
M w
<n-—-1=|K|
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Pumping-Lemma fiir £;

Betrachte Zustinde qo,q1, ..., 9n—1, wobei n —1 = |K|
—3di,j 0<i<j<n—1 mitgqg, =gq; 7
ai+1...aj

\ . 7 \ . 7
Vo Vo

u w

Damit: e |v|>1, |uv| < n—1=|K|

e Fiir alle k > 0 gibt es Wege

U\ V\ |74 V\ W\
g —4q —qi —..-qi —>q; — qm
k mal
e Also: uvkw wird von A akzeptiert, d.h. uvkw e L
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Pumping-Lemma: Starkere Variante

Theorem (Pumping-Lemma fiir £3-Sprachen, starkere Variante)
Sei L € RAT. Dann existiert ein n € N, so dass:

Fiir alle
x€L mit |x|>n

existiert eine Zerlegung
X = Uvw u,v,w e x”
mit
o |v|>1

e |uv| < n (statt |v| < n)

o uwv™wel firalle meN
\_
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Pumping-Lemma: Anwendung der starkeren
Variante

Beispiel (Palindrome)

Die Sprache der Palindrome
L={ww® | we{abl*}

ist nicht regular

e Beweis gelingt nicht mit der schwiacheren Variante des PL

(die schwachere Version gilt fiir die Sprache)

e Beweis gelingt mit der stirkeren Varianten des PL
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Pumping-Lemma: Anwendung der starkeren
Variante

Beispiel (Palindrome)

Die Sprache der Palindrome
L={ww® | we{abl*}
ist nicht regular

Annahme: L ist reguldr. Dann gilt fiir L; das Pumping-Lemma. Sei n die
Zahl aus dem Pumping-Lemma.

Dann muss sich das Wort a”bba" € L aufpumpen lassen (da |a"bba"| > n).
Sei a"bba" = uvw eine passende Zerlegung laut Lemma.

Da |uv| < n, ist u=a',v=2a,w = akbba", wobei j >0und i+ j+ k=n
Aber dann uvOw = a’tkbba" & L, da i + k < n. Widerspruch.
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