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Abschlusseigenschaften und Wortprobleme




Abschlusseigenschaften

r

.

Lemma. Seien zwei regulire Sprachen L, L’ gegeben.
Dann kann man folgende endlichen Automaten konstruieren:
o A akzeptiert L =%*\ L
o Ay akzeptiert LU L’
o A, akzeptiert Lo L’
o A, akzeptiert L*
o A~ akzeptiert LN L’




Abschlusseigenschaften

Idee:

1) L= L(A) mit A= (K,X,5, s, F)

o A = (K, %, 9, s, K\F)

2)L=L(A), L' =L(A)mit A= (K, L, A ILF), A =(K"X A"I'F)

e A =(KUK’, X, AUAlA’,IUl'", FUF")
.AO:(KUK,1Z,AUA,U(FX{€})X[’,[’F/)
o A, = (K U {Sneu}, 2, AU (F X {5}) x I, 1'U {Sneu}v F U {Sneu})

e LNL' =(LUL)



Abschlusseigenschaften

-
Theorem. Wenn L, L’ reguire Sprachen sind, dann sind auch

o [
o LUL’
o Lol’
o ¥
o LNL

reguldare Sprachen.

\_

Beweis.
GemaB Lemma existieren Automaten, die diese Sprachen akzeptieren.

Also sind sie regular.



Anwendung

Beispiele:

1. Leg ={w | #a(w) = #p(w)} nicht regular.



Anwendung

Beispiele:

1. Leg ={w | #a(w) = #p(w)} nicht regular.

Beweis. Annahme: Leg regular
Da {a™cb" | m,n > 0} reguldr, ware dann auch
Leg N {a™cb" | m,n > 0} regular.

Aber Leg N {a™ch” | m,n> 0} = {a'cbh’ | i > 0} nicht regulir.



Anwendung

Beispiele:

2. Lpeg = {w | #a(w) # #p(w)} nicht regular.
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Anwendung

Beispiele:

2. Lpeg = {w | #a(w) # #p(w)} nicht regular.

Falls Lheq regular ware, dann ware auch Leg regular. Widerspruch.
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Anwendung

Beispiele:

3. Die Dycksprache Dy ist nicht regular
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Anwendung

Beispiele:

3. Die Dycksprache Dy ist nicht regular

Definition

Gegeben:

- keN

- Y :={x1, X1, x2..., %Xk, Xk} ein Alphabet mit 2k Symbolen

Die Dycksprache Dy ist die kleinste Menge, die folgende Bedingungen erfiillt:

1. e € Dy,
2. Falls w € Dy, so auch x;wXx;.
3. Falls u, v € Dy, so auch uv.

Interpretiert man die x; als 6ffnende und die Xx; als zugehorige schlieBende Klammern,
so kann man die Dycksprache als die Menge aller korrekten Klammerausdriicke

sehen.
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Anwendung

Beispiele:
3. Die Dycksprache Dy ist nicht regular
Beweis:
D N {xi}*{xi}* ={x"x;" | ne N}
o {x;i}*{xj}* ist regular

o {x"X;" | n¢& N} ist nicht reguldr (Pumping Lemma)
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Anwendung

Beispiele:

4. L ={wwf | we{a b}*}

Beweis. Annahme: L regular.
Es ist leicht zu sehen, dass {a”bba" | m, n € N} regular.
Dann ist auch LN {a"bba” | m,ne N} ={a"bba" | n€ N} regular

Widerspruch: {a"bba” | n € N} ist nicht regular (Pumping Lemma,
starkere Version).
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Wortprobleme

s

Lemma. Sei A ein endlicher Automat.
Es ist entscheidbar, ob die Sprache L(.A)
1. leer ist.

2. unendlich ist.
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Wortprobleme

s

\.

Lemma. Sei A ein endlicher Automat.
Es ist entscheidbar, ob die Sprache L(.A)
1. leer ist.

2. unendlich ist.

Bewels.

Zu 1.: L(A) ist nicht leer

gdw

Es gibt einen Weg von einem initialen zu einem finalen Zustand.

Leicht zu iiberpriifen
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Wortprobleme

s

Lemma. Sei A ein endlicher Automat.
Es ist entscheidbar, ob die Sprache L(.A)
1. leer ist.

2. unendlich ist.

\.

Bewels.

Zu 2.: L(.A) ist unendlich
gdw
Es gibt einen Weg von einem initialen zu einem finalen Zustand,
der einen Zyklus enthilt.

Leicht zu iiberpriifen.



Wortprobleme

s

\.

Lemma. Sei A ein endlicher Automat.
Es ist entscheidbar, ob die Sprache L(.A)
1. leer ist.

2. unendlich ist.

r

Korollar
Sei G eine rechtslineare Grammatik.

Es ist entscheidbar, ob die Sprache L(G)

1. leer ist.

2. unendlich ist.
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Wortprobleme

r

L

Lemma.
Seien A1, A> endliche Automaten.

Es ist entscheidbar, ob
(1) L(A1)NL(A) =0
(2) L(A1) = L(A2)

22



Wortprobleme

-
Lemma.

Seien A1, A> endliche Automaten.
Es ist entscheidbar, ob

(1) L(A1)NL(A) =0

(2) L(A1) = L(A2)

.

Bewels.

Seien A;, A, endliche Automaten.

(1) Man kann zu A; und A, einen endlichen Automaten A~ konstruieren mit

L(A1) N L(A2) = L(AR).
Die Frage, ob L(AA) = 0 ist entscheidbar.



Wortprobleme

4 )
Lemma.

Seien A1, A> endliche Automaten.
Es ist entscheidbar, ob

(1) L(A1)NL(A) =0

(2) L(A1) = L(A2)

. J

Bewels.

(2) Man kann zu A; und A3 einen endlichen Automaten A— konstruieren
mit
L(A=) = (L(A1) N L(A2)) U (L(A1) N L(A2))
Es gilt
L(A=)=0 gdw L(A1)=L(A2)

Dies ist entscheidbar.
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Rational = Regulare Ausdriicke
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Hauptsatz von Kleene

7~

Theorem (Hauptsatz von Kleene)
Die durch endliche Automaten akzeptierten Sprachen sind genau die,
die man durch regulidre Ausdriicke beschreiben kann.
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Reminder: Reguldare Ausdriicke

-

G

Definition (Reguldre Ausdriicke)
Menge PRegy der reguldren Ausdriicke (iiber X) ist definiert durch:

1. O ist ein regularer Ausdruck
2. Fiir jedes a € X ist a ein regularer Ausdruck
3. Sind r und s reguldre Ausdriicke, so auch

e (r+s) (Vereinigung),

e (rs) (Konkatenation),

e (r*) (Kleene Stern)

Klammern kdnnen weggelassen werden, dann

e * hat Vorrang vor Konkatenation

e Konkatenation hat Vorrang vor +
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Reguldare Ausdriicke

\_

(Definition (Semantik reguldrer Ausdriicke])
Ein reguldrer Ausdruck r stellt eine Sprache J(r) liber X wie folgt dar:
Jjo) = 0
Ja) = {a} firae X
J(r+s) = J(r)ud(s)
J(rs) = 3J(r)3(s)
)y = 3(n)”

Wir benutzen auch das Makro . ..

Es gilt: J(1) = {e}
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Hauptsatz von Kleene

7~

Theorem (Hauptsatz von Kleene)
Die durch endliche Automaten akzeptierten Sprachen sind genau die,
die man durch regulidre Ausdriicke beschreiben kann.
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Hauptsatz von Kleene

Theorem (Hauptsatz von Kleene)
Die durch endliche Automaten akzeptierten Sprachen sind genau die,
die man durch reguldre Ausdriicke beschreiben kann.

- v

Bewels.

=" (schwierigere Richtung)

Gegeben ein DEA A.

Zustinde von A seien g1, ..., gn.

O.B.d.A. sei g; der initiale Zustand von A

Induktion iiber die Kompliziertheit des Akzeptierens
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Hauptsatz von Kleene

Bewels.

=" (schwierigere Richtung)

Gegeben ein DEA A.

/Zustiande von A seien g1, ..., qn.

O.B.d.A. sei g; der initiale Zustand von A

Induktion iiber die Kompliziertheit des Akzeptierens

Dafiir sei genauer:

R,.’fj ={weX*:

6*(qi, w) = q; und fiir alle Prafixe u von w

mit € # u # w gilt 6*(q;, u) € {q1,92,-- -, 9k} }
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Hauptsatz von Kleene: Beweis

Beweis (Forts.)

Offensichtlich ist

L(A) = | Ris

qgrcF

Es geniigt zu zeigen:

Alle Mengen Rf,f sind durch regulare Ausdriicke beschreibbar.

Dazu: Durch Induktion liber k (an der Tafel):

Firallel </, <n: R{‘j ist durch einen regularen Ausdruck beschreibb.

33



Hauptsatz von Kleene: Beweis

Beweis (Forts.) Dazu: Durch Induktion iiber k (an der Tafel):

Firallel </, <n: R{‘j ist durch einen regularen Ausdruck beschreibb.

Induktionsbasis k = 0

{aeX | 4(qi,a) = q;} falls i # j
{aceX | 6(gi,a) =qj}U{e} fallsi=j
{a€ X | d(qi,a) = q;} endlich

{aeX | d(gi,a)=qj} ={a1,....ap}

Fall 1: i # |

0 _
Ry =
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Hauptsatz von Kleene: Beweis

Beweis (Forts.) Dazu: Durch Induktion iiber k (an der Tafel):

Firallel </, <n: R{‘j ist durch einen regularen Ausdruck beschreibb.

Induktionsvoraussetzung R,-f- c Regy
Induktionsschritt Zu zeigen: R-/erl c NRegy
k+1 _ pk k
R, = R; UR] i1 (Rig1 1) RE k41,

‘f\/\/\/\/\>’

nur Zustande inqgi,...,

OO OO D=0
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Hauptsatz von Kleene: Beweis

Beweis (Forts.)

»<=" (einfachere Richtung)

Durch Induktion iiber den Aufbau regularer Ausdriicke:

Zu jedem regularen Ausdruck gibt es einen aquivalenten e-NDEA

(an der Tafel)
Datei: Reg.-Ausdruck-to-NDEA-Beweis.pdf auf der Webseite der Vorlesung.
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Beispiele

Berechnung eines regularen Ausdrucks fiir L(.A)

https://userpages.uni-koblenz.de/~sofronie/gti-ss-2015/slides/
beispiell.pdf

Berechnung eines Automaten mit L(A) = Z(r)

https://userpages.uni-koblenz.de/~sofronie/gti-ss-2015/slides/
beispiel2.pdf
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Bis jetzt

> 2

I

Motivation

Terminologie

Endliche Automaten und reguldre Sprachen
Kellerautomaten und kontextfreie Sprachen
Turingmaschinen und rekursiv aufzahlbare Sprachen
Berechenbarkeit, (Un-)Entscheidbarkeit

Komplexitatsklassen P und NP
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