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5. Turingmaschinen und rekursiv aufzahlbare Sprachen



Inhalt von Teil 5

Was ist eine berechenbare Funktion?
Determinierte Turing-Maschinen (DT Ms)?

Modifikationen von DT Ms:

(mehrere) Halbbander, zweiseitig unbeschrankte Bander
Indeterminierte Turing-Maschinen (NTMs)
Godelisieren: Programme als Worter in 2*.

Aufzdhlbar vs. entscheidbar

Unentscheidbarkeit, Reduktionen von Problemen aufeinander.
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Welche davon sollen berechenbar genannt werden?
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Determinierte Turing-Maschinen (DTMs)

Grundlegende Fragen

e Frage: Berechenbarkeit?
Betrachtet werden Abbildungen iiber den natiirlichen Zahlen N:

Welche davon sollen berechenbar genannt werden?

e Frage: Komplexitat?

Um die Komplexitat eines Algorithmus’ zu messen braucht man ein
Maschinenmodell zum Vergleich!

Welches Modell wird gewidhlt?

Robustheit:
Das Modell soll nicht von einfachen Modifikationen abhangig sein.



Antwort: Turing-Maschinen

Alan Turing 1912-1954
e Mathematiker und Logiker
e Einer der Begriinder der Informatik

e 1936: Definition des Berechenbarkeitsmodells
“Turing-Maschine”

e 1938: Promotion bei Church in Princeton

e Waihrend des zweiten Weltkriegs:
Kriegsentscheidender Beitrag zur Entschliisselung
deutscher Funkspriiche

e Dozent an der Universitat Manchester

e Beitrige zur Kl (“Turing-Test")

e Tragischer Tod:
Strafverfolgung wegen Homosexualitat; (vermutlich) Selbstmord

e Nach ihm benannt: Turing-Award



Turing machines

Alan Turing described a Turing machine (which he called “Logical
Computing Machine”), as consisting of:

. an unlimited memory capacity obtained in the form of an
infinite tape marked out into squares, on each of which a symbol
could be printed.

At any moment there is one symbol in the machine; it is called
the scanned symbol.

The machine can alter the scanned symbol and its behavior is
in part determined by that symbol, but the symbols on the tape
elsewhere do not affect the behaviour of the machine.

However, the tape can be moved back and forth through the
machine, this being one of the elementary operations of the
machine. Any symbol on the tape may therefore eventually have
an innings.”
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ldee

Immer machtigere Automaten

e Erinnerung: Pushdown-Automaten

akzeptieren kontextfreie Sprachen
Erster Speicher: der Zustand (endlich)

Zweiter Speicher: der Keller
(unbeschrinkte GroBe, beschrankte Zugriffsart)

Das Eingabewort wird nur einmal gelesen, von links nach rechts.
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ldee

Immer machtigere Automaten

e Ausblick: Turing-Maschinen

akzeptieren Sprachen vom Typ 0.
Erster Speicher: der Zustand (endlich)

Zweiter Speicher: Band
(unbeschrinkte GroBe, Zugriff an beliebiger Stelle)

Turing-Maschine hat einen Schreib-/Lesekopf, den sie iiber diesem
Band in einem Rechenschritt um ein Feld nach rechts oder links
bewegen kann.

Das Eingabewort steht (am Anfang) auf dem Band.
Die Maschine kann es beliebig oft lesen.
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Turing-Maschine

-
Definition (Turing Machine (DTM))
Eine determinierte Turing-Maschine (DTM) M ist ein Tupel

M=(K X,§,s)

Dabei ist

e K eine endliche Menge von Zustinden mit h € K,
(h ist der Haltezustand)

e 2 ein endliches Alphabet mit L, R & ¥, # € X,
o §: Kx X —= (KU{h}) x (XU{L, R}) eine Ubergangsfunktion

e s € K ein Startzustand.

Anzahl der Zustande: |K|—1
(Startzustand wird nicht mitgezahlt).
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Turing-Maschine

Arbeitsschritt einer Turing-Maschine

Ubergang

5(q,a) = (¢",x)

bedeutet:

In Abhangigkeit

e vom aktuellen Zustand g € K

von dem Zeichen a € ¥, das unter dem Schreib-/Lesekopf steht

geschieht folgendes:

entweder ein Schritt nach links, falls x = L ist
oder ein Schritt nach rechts, falls x = R ist

oder das Zeichen a, das momentan unter dem Schreib-/Lesekopf steht, wird
durch b € X uberschreiben, falls x = b € >

der Zustand wird zu q° € K U {h} geédndert,
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Turing-Maschine

Leerzeichen

Das spezielle Zeichen # (blank) ist das Leerzeichen.

Es ist nie Teil des Eingabeworts; man kann es u.a. dazu benutzen,
Worter voneinander abzugrenzen.

Begrenzung des Bandes

Das Band einer DTM ist einseitig unbeschrankt:
e Nach rechts ist es unendlich lang.
e Nach links hat es ein Ende.

e Wenn eine DTM versucht, das Ende zu iiberschreiten,
bleibt sie ,,hdngen®.

In diesem Fall halt sie nicht.
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Turing-Maschine

Anfangskonfiguration

Ganz links auf dem Band steht ein Blank
Direkt rechts davon steht das Eingabewort

Wenn eine DTM mehrere Eingabeworter hintereinander bekommt,
sind sie durch Blanks getrennt.

Rechts vom letzten Eingabewort stehen nur noch Blanks.

Der Schreib-/Lesekopf der DTM steht auf dem Blank direkt rechts
neben dem (letzten) Eingabewort.

Merke:

Das Band enthalt immer nur endlich viele Symbole, die keine Blanks sind.
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Turing-Maschine

Beispiel 1: Z(a): a's durch b's ersetzen

Die folgende Turing-Maschine %(a) erwartet ein Eingabewort.
Sie liest es von rechts nach links einmal durch und macht dabei jedes a zu

einem b.

Es ist
%#(a) = (1{qo,q1}.{a. b, #}.6,q0 )

mit folgender J-Funktion:

qgo.# — qi,. L qi,# — h#
go.a — qo,a qgi,a — qi,b

go,b — qo,b  qgi1,b — qi1,L
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Turing-Maschine

Beispiel 2 (L)

Die folgende Turing-Maschine [ lauft zum ersten Blank links von der

momentanen Position.

Esist Ly = ( {qo0,91} {a, b, #},9, go ) mit folgender §-Funktion:

qgo,# — qi,. L qi.# — h#
go,a — qi,L qgqi,a — q1,L

go.b — qi,L qi,b — q1,L

go: Anfangsposition
g1: Anfangsposition verlassen
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Turing-Maschine

Beispiel 3 (%) Die folgende DTM % erhalt als Eingabe einen String Einsen.

Dieser String wird kopiert:
Falls n Einsen auf dem Band stehen, stehen nach Ausfiihrung von 4 2n
Einsen auf dem Band (getrennt durch ein Blank #).

state 7 1 C
do (Ch, C) — —
q (g2, R) | (qu. L) | {(qu.L)
q2 — (g3, #) | (a7, #)
a3 (qa, R) — —
qa (g5.1) | (s, R) | (qa, R)
gs (g6, 1) | (gs.L) | (gs, L)
qs — (92, R) -
qr (gs, R) — —
gs (h,#) | (g8, R) -
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Turing-Maschine

Ubergangsfunktion § nicht Uberall definiert

Wir erlauben ab jetzt auch, dass d nicht liberall definiert ist.

Falls die DTM dann in einen solchen nichtdefinierten Zustand kommt,

sagen wir die DTM hangt. Sie halt also nicht.

Dies wird z.T. in der Literatur anders gehandhabt.
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Turing-Maschine

Beispiel 4 (Print n)

Fiir jedes n € N konstruieren wir eine Maschine,
die genau n Einsen auf das leere Band schreibt
(mit moglichst wenig Zustdnden):

1. schreibe |5 | viele Einsen auf das Band
(hdchstens | 2 | Zustdnde)

2. kopiere diesen String
(8 Zustinde)

3. ersetze das trennende # durch eine 1

4. falls n gerade ist, ersetzen die letzte 1 durch # (2 neue Zustinde)

Insgesamt kdnnen wir n Einsen mit hochstens | 5| + 10 Zustdnden

konstruieren
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Turing-Maschine

Begriff der Konfigurationen

e Konfiguration beschreibt die komplette aktuelle Situation der Maschine
in einer Rechnung.

e Eine Rechnung ist eine Folge von Konfigurationen,
wobei immer von einer Konfiguration zu einer Nachfolgekonfiguration
libergegangen wird.

Besteht aus 4 Elementen:
e das aktuellen Zustand q,
e das Wort w links vom Schreib- /Lesekopf,
e das Zeichen a, auf dem der Kopf gerade steht,

e das Wort u rechts von der aktuellen Kopfposition.
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Turing-Maschine

Konfigurationen sind endlich

e w enthilt das Anfangsstiick des Bandes vom linken Ende bis zur

aktuellen Kopfposition.

e Links ist das Band endlich!
w = ¢ bedeutet, dass der Kopf ganz links steht

e u enthalt den Bandinhalt rechts vom Schreib-/Lesekopf bis zum letzten
Zeichen, das kein Blank ist.

e Nach rechts ist das Band unendlich, aber es enthalt nach rechts von
einer bestimmten Bandposition an nur noch Blanks.
u = € bedeutet, dass rechts vom Schreib-/Lesekopf nur noch Blanks

stehen.
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Turing-Maschine

Definition (Konfiguration einer DTM)

Eine Konfiguration C einer DTM M = ( K, %, d,s ) ist ein Wort der
Form C = g, wau. Dabei ist

e g € KU {h} der aktuelle Zustand,
e w € 2* der Bandinhalt links des Kopfes,

e a c ¥ das Bandzeichen unter der Schreib- /Lesekopf.
Notation: Die Position des Schreib-/Lesekopfes ist durch einen Un-
terstrich gekennzeichnet.

o uc Y*(X — {#})U{e} der Bandinhalt rechts des Kopfes.
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Turing-Maschine

Definition (Nachfolgekonfiguration)
Eine Konfiguration (, heiBt Nachfolgekonfiguration von C;, in Zeichen

G Fam G

falls gilt:
o C =gq;,waju; firi € {1,2}, und
e es gibt einen Ubergang 6(q1, a1) = (g2, b) wie folgt:
Fall 1: b€ X. Dannist wy = wy, u3 = up, ap = b.

Fall 2: b = L. Dann gilt fiir wo und a>: w; = wray.

Fir uy gilt: Wenn a3 = # und u; = € ist, so ist up = ¢, sonst ist
u = aijuj.
Fall 3: b = R. Dann ist wo, = wja;.
Fir a und wy gilt: Wenn u; = € ist, dann ist up = € und ay = #,
< ansonsten ist u; = asu». .
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Turing-Maschine

(

Definition (Eingabe)

w heiBt Eingabe (input) fiir M, falls M mit der Startkonfiguration

(w1, ..., wn) heiBt Eingabe fiir M, falls M mit der Startkonfiguration

startet.

Co = 5, #Wﬁ

Co = s, #wr# ... #FwnH
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Turing-Maschine

r

Definition (Halten, Hangen)
Sei M eine Turing-Maschine.

e M hilt in C = g, wau gdw. g = h.

e M hangt in C = g, wau gdw. es keine Nachfolgekonfiguration gibt
Insbesondere: wenn w = ¢ A 3q’ 6(q,a) = (q’, L).
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Turing-Maschine

Definition (Rechnung)
Sei M eine Turing-Maschine. Man schreibt

CH*%, C’

gdw.:
es gibt eine Reihe von Konfigurationen

Co,Cl,...,Cn (I‘IZO)

so dass
[ ) C:CO Und C,:Cn

o fiirallei < ngilt: C; = Ciug

Dann heiBt Cy, Cq, ..., C, eine Rechnung der Lange n von Cy nach G,.

)
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Turing-Maschine konnen Funktionen berechnen

Definition (TM-berechenbare Funktion) h
Sei 2 ein Alphabet mit # & Y.
Eine (partielle) Funktion
Fo(Xo")” — (Xo7)"
heiBt DTM-berechenbar, falls:
Es existiert eine determinierte Turing-Maschine M = ( K, %,9,s)
e mitY, C ¥,
e sodass firalle wy,...,wy, u,...,u, € X" gilt:
= f(wi, ooy wy) = (U1, ..., uy)  gdw
S, #WiH .. Fwndt B h Fud . FHund
— f(wy, ..., wy) ist undefiniert gdw
M gestartet mit s, #wi# . . . #wp# hidlt nicht (lauft unendlich oder
L hangt) - )
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Turing-Maschine konnen Funktionen berechnen

Vorsicht

Wir betrachten Turing-Maschinen hier unter einem anderen Aspekt als alle
bisherigen Automaten:

e Bei endlichen Automaten und Pushdown-Automaten haben wir
untersucht, welche Sprachen sie akzeptieren.

e Bei Turing-Maschinen untersuchen wir,
— welche Sprachen sie akzeptieren und

— welche Funktionen sie berechnen.

Akzeptieren ist Spezialfall von Berechnen
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Turing-Maschine: Akzeptierte Sprache

.

Definition (Von einer DTM akzeptierte Sprache)

Ein Wort w wird akzeptiert von einer DTM M,

falls M auf Eingabe von w hilt

(Manchmal auch verlangt: wobei am Ende der Kopf auf dem ersten Blank
rechts von w steht).

Eine Sprache L C > * wird akzeptiert von einer DTM M, wenn genau

die Worter aus L aus M und keine anderen akzeptiert werden.

J

Achtung

Bei nicht akzeptierten Wortern muss die DTM nicht halten

Sie darf es sogar nicht!



TM: Funktionen auf naturlichen Zahlen

Funktionen auf naturlichen Zahlen

e Wir verwenden die Unardarstellung

Eine Zahl n wird auf dem Band der Maschine durch n senkrechte
Striche dargestellt.

e Eine Turing-Maschine M berechnet eine Funktion
f: NC— N
in Unardarstellung wie folgt:

— Wenn f(i1,...,ix) = (1,..-,Jn) ist, dann rechnet M
T R R L VI L R

— Ist f(i1, ..., ix) undefiniert, dann hilt M bei Input #|1 4 ... #|k#
nicht.
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TM: Funktionen auf naturlichen Zahlen

4 )
Definition

e TMP st die Menge der partiellen TM-berechenbaren Funktionen
f:NKk 5N

e TM ist die Menge der totalen TM-berechenbaren Funktionen
f:NKk 5N

g ,

Achtung: Einschrankung
In der Definition von TM und TMP?® haben wir uns eingeschrankt:
e nur Funktionen liber natiirliche Zahlen
e nur Funktionen mit einstelligem Wertebereich
Das ist keine echte Einschrankung
Elemente (Worter) aus anderen Definitions- und Wertebereiche kdnnen als

naturliche Zahlen kodiert werden.
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TM-Flussdiagramme

Graphische Darstellung der Ubergangsfunktion einer DTM: mit einem
FluBdiagramm.

e Die Zustandsnamen werden nicht genannt.

e Nur die Schritte und die Ausfiihrungsreihenfolge werden beschrieben.
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TM-Flussdiagramme

Folgende Elemente stehen zur Verfiigung:

e [: eine DTM, die nach dem Starten ein Feld nach links geht und
danach halt.

e R: eine DTM, die nach dem Starten ein Feld nach rechts geht und
danach halt.

e a: TM, die a auf dem Band schreibt und danach hilt.

e Startschritt: mit einer Pfeilspitze > bezeichnet
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TM-Flussdiagramme

o Mi; — Moy oder abgekiirzt M; M5 (falls M1, My die FluBdiagram-
me zweier DTM sind):

eine DTM die zuerst wie M arbeitet und dann, falls M7 halt, wie
M weiterarbeitet.

Direkt aufeinanderfolgende Schritte werden also
— entweder direkt nebeneinander notiert

— oder durch einen Pfeil verbunden.

Im Gegensatz zu der Maschine M gilt also fiir M1 M5: Nachdem
M seine Arbeit beendet hat, ist M M5 nicht im Haltezustand,
sondern im Startzustand von M.
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TM-Flussdiagramme

o Mi —25 Mso: My ist nur dann aufgefiihrt, wenn nach der Beendigung
von M der aktuelle Bandbuchstabe a ist.

Sind Mg, M1, ..., M, Turing-Maschinen, a; € X fir 1 < < n, so ist

die Turing-Maschine, die zuerst wie Mg arbeitet und dann, falls Mgy mit
dem Buchstaben a; auf dem Arbeitsfeld halt, wie M; weiterarbeitet.
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TM-Flussdiagramme

o — eine Schreibabkiirzung fiir einen beliebigen Buchstaben aus %_.

e Die Maschine M 5 ...o zum Beispiel ist eine Abkiirzung fiir

.. d]l
1
> Mg...ag

Jee

.. an

falls ¥ = {a1,...,an} ist.
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TM-Flussdiagramme

Die Maschine > L 3 RoR fiir ¥ = {#, |} macht also zuerst einen Schritt
nach links; steht hier ein # (bzw. ein |), so geht sie einen Schritt nach
rechts, druckt # (bzw. |) und geht ein weiteres Feld nach rechts.

e Weitere Schreibabkiirzungen sind:
7% firoc € ¥ —{a}

M 0—#‘; My: M> ist nur dann aufgefiihrt, wenn M; halt, und Lesekopf

auf Buchstabe, die nicht a ist positioniert ist.

M 2 M, falls nach der Ausfiihrung von M sowohl fiir den
Bandbuchstaben a als auch fiir b nach M5 verzweigt werden soll.
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TM-Flussdiagramme

Beispiel:

Die DTM M™* = ({s, 91,92, 93,94}, {|, #}. 8, s) addiert zwei natiirliche
Zahlen in Unardarstellung.

Sie rechnet

s, #|"H#ITH# P b #TTT#

Der Trick: Sie I6scht den letzten Strich von | und schreibt ihn in den

Zwischenraum zwischen |” und |™.
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TM-Flussdiagramme

Beispiel: Hier ist zunachst die d-Funktion:

s,\i# = qilL 9, # g3, g3, # +— qa,lL
qu. # +— h# Q.| = gl ga,| — h #
q.| +— q2 L g3,| +— g3 R

Fiir 6(s, |) und 6(qa, #) haben wir keine Werte angegeben; sie sind beliebig,
weil M sie nie benétigt.

Das FluBdiagramm zur gleichen DTM ist erheblich leichter zu lesen:

o
LB AR A
17
i
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TM-Flussdiagramme

Die folgenden Turing-Maschinen werden wir als Bestandteile von
komplexeren Turing-Maschinen spater noch hiufig benutzen.

Beispiel: (Ry)
Ry bewegt nur den Kopf, ohne zu schreiben:
e Sie geht mindestens einmal nach rechts.
e Dann geht sie solange weiter nach rechts, bis sie ein # liest.

Die folgende Turing-Maschine Ry lauft zum ersten Blank rechts von der
momentanen Position.

OFFF

v
> R
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TM-Flussdiagramme

Beispiel: (L) Analog funktioniert die DTM L.;:
e Sie geht mindestens einmal nach links.

e Dann geht sie solange weiter nach links, bis sie ein # liest.

oA #

v |

> |
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TM-Flussdiagramme

Beispiel: (¥’) Die folgende DTM % erhilt als Eingabe einen String Einsen.
Sie rechnet so:

e Sie bewegt sich nach links auf das Blank vor das Eingabewort,

e geht das Eingabewort von links nach rechts durch,

e merkt sich jeweils ein Zeichen o von w, markiert die aktuelle Position, indem sie
o mit # iiberschreibt,

e und kopiert das Zeichen o.

e Sie verwendet dabei die Maschinen L und R, die wir schon definiert haben.

- |
> L#R — #R#R#O'L#L#O'
i#
Ry
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TM-Flussdiagramme

Beispiel: Die DTM .7, bewirkt eine “Verschiebung nach rechts”, das heiBt,
wenn .Y das Alphabet X besitzt, rechnet sie

s, m#FwWoHw3 Fop h, wiF#H#Hwows

fiir alle Worter wi, w3 € £* und wo € (X — {#})*. (Entgegen der sonstigen
Konvention startet sie zwischen zwei Eingabewdrtern.)
Sie arbeitet so:

" |
Tt > Ryl " Rol

17

R
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TM-Flussdiagramme

Beispiel: Dazu invers arbeitet die Maschine .}, die einen “shift nach links”
bewirkt. Sie rechnet

s, m#FwWoH# w3 Fop h, wiwo#EFws

fiur alle wi, w3 € £*, wr € (X — {#})*. Sie ist definiert als

o |
S0 > LR LoR
i#
L+#
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Ubersicht

Determinierte Turing-Maschinen (DT Ms)
Eingabe, Konfiguration, Rechnung
TM-berechenbare Funktion

Von einer DTM akzeptierte Sprache

Flussdiagramme
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