Theorem. Die Menge R der rellen Zahlen ist {iberabzéhlbar.

Beweis. Wir zeigen, dass schon das Intervall [0, 1] iiberabzihlbar ist.
Annahme: Es gibt eine Aufzéhlung, also eine surjektive Funktion

f:N—=10,1]
fO)= 0, dy dy dj dy
f)= 0, dy di d; dy,
f@)= 0, dj di d dy
fn)= 0, dg dy dy dy,

Wir definieren eine neue Zahl d = 0, dodyds . .. durch

- {dz +1 fallsdr <9
d, =
0 sonst

d # f(n) fiir alle n € N.

Lemma. Es gibt iiberabzahlbar viele Funktionen f: N — N.

Beweis: Angenommen, es existiere eine Abzéihlung

fo, fis foy oo fs oo
0 1 2 3 n
for fo(0)  fo(1) fo(2) fo(3) fo(n)
fio f00) f1(1)  f1(2)  f1(3) fi(n)
far f2(0) fo(1)  f2(2)  f2(3) f2(n)
far f3(0) f3(1) f3(2) f3(3) f3(n)

it £a0) FaD) Fa2) f23) oo fuln)

Dann sei

1 falls fr(n) =0;
0 sonst

C:N—N mit C(n){

C(n) # fo(n) fur alle n € N, also C # f, fiir alle n € Ny



