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Bis jetzt

e Syntax (Formeln)

e Semantik
Wertebelegungen /Valuationen /Modelle
Auswertung von Formeln / Wahrheitstabellen
Giiltigkeit und Erfiillbarkeit
Folgerung, Aquivalenz

o Kalkiile
Wahrheitstafelmethode
Aquivalenzumformung

nicht sehr effizient.
Unser Ziel

Kalkiil(e) zur systematischen Uberpriifung von Erfiillbarkeit
(fiir Formeln und/oder Formelmengen)



Bis jetzt

e Normalformen
Atome, Literale, Klauseln
Konjunktive und Disjunktive Normalform
Ablesen von DNF und KNF aus Wahrheitstafeln
Umformen in KNF/DNF
Mengenschreibweise
Subsumption

e SAT-Problem (Erfiillbarkeitsproblem)
Definition
Erfiillbarkeitsproblem fiir DNF Formeln



Das SAT-Problem (Erfiillbarkeitsproblem)

Definition: SAT-Problem

Gegeben:  Eine aussagenlogische Formel F

Frage: Ist F erfiillbar?



Das SAT-Problem (Erfiillbarkeitsproblem)

Definition: SAT-Problem

Gegeben:  Eine aussagenlogische Formel F

Frage: Ist F erfiillbar?

NB: F allgemeingiiltig gdw. —F nicht erfiillbar




Das SAT-Problem (Erfiillbarkeitsproblem)

[ Erfiillbarkeitsproblem fiir DNF Formeln
Sei F = \/"_, (A", L;) in DNF
F unerfiillbar  gdw. (AL, Lj) unerfiillbar fiir alle i =1,...,n

gdw. (AL, Lj) enthdlt zwei komplementare Literale fiir alle i

J

Beispiele:

(PA—=Q)V(PANQA-RAN=-Q) erfiillbar

N N

erfillbar unerfillbar
(PA=QAN—-P)V(PAQA-RA=Q) unerfiillbar

unerftllbar unerfullbar



Das SAT-Problem (Erfiillbarkeitsproblem)

rErﬁ'jllbarkeitsproblem fiir DNF Formeln
Sei F = \/7:1(/\]’":1 Lij) in DNF
F unerfillbar  gdw. (AL, Lj) unerfiillbar fiir alle i = 1,...,n

gdw. (AL, Ljj) enthdlt zwei komplementare Literale fiir alle i

\ y

Allgemeingiiltigkeit fiir KNF Formeln

=1
komplementare Literale enthalt.

F=A! (\/Jm:1 Lij) in KNF ist allgemeingiiltig gdw. jede Disjunktion \/Jm:1 Lij zwei

Beispiele:

(PV -Q) APV QV RV —Q) keine Tautologie (nicht allgemeingiiltig)

erfiillbar (keine Tautologie) Tautologie
(PV-QV-P)A(PV QV -RV —-Q)  Tautologie (allgemeingiiltig)

Tautologie Tautologie



Das SAT-Problem (Erfiillbarkeitsproblem)

Definition: SAT-Problem

Gegeben:  Eine aussagenlogische Formel F

Frage: Ist F erfiillbar?

Theorem (ohne Beweis)
SAT ist ein NP-vollstandiges Problem




NP

Zur Erinnerung:

e P ist die Klasse aller Probleme, die in polynomieller Zeit entscheidbar
sind.



NP

Zur Erinnerung:

e P ist die Klasse aller Probleme, die in polynomieller Zeit entscheidbar

sind.

e NP ist die Klasse aller Probleme, die nichtdeterministisch in
polynomieller Zeit entscheidbar sind.
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NP

Zur Erinnerung:

e P ist die Klasse aller Probleme, die in polynomieller Zeit entscheidbar
sind.

e NP ist die Klasse aller Probleme, die nichtdeterministisch in
polynomieller Zeit entscheidbar sind.

Ein Entscheidungsproblem ist genau dann in NP, wenn eine gegebene
Losung fiir das entsprechende Suchproblem in Polynomialzeit iiberpriift
werden kann.
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NP

Zur Erinnerung:

e P ist die Klasse aller Probleme, die in polynomieller Zeit entscheidbar
sind.

e NP ist die Klasse aller Probleme, die nichtdeterministisch in
polynomieller Zeit entscheidbar sind.

Ein Entscheidungsproblem ist genau dann in NP, wenn eine gegebene
Losung fiir das entsprechende Suchproblem in Polynomialzeit liberpriift
werden kann.

SAT ist in NP:
e Rate eine “Lésung” (Interpretation A mit A(F) =1)
e Uberpriife, ob A wirklich eine “Lésung” ist (i.e. ob A(F) =1)

kann in Polynomialzeit iiberpriift werden
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N P-Vollstandigkeit

Zur Erinnerung:
“SAT ist NP-vollstandig” heiBt:

e SAT ist nichtdeterministisch in polynomieller Zeit entscheidbar
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N P-Vollstandigkeit

Zur Erinnerung:
“SAT ist NP-vollstandig” heiBt:
e SAT ist nichtdeterministisch in polynomieller Zeit entscheidbar

e Jedes nichtdeterministisch in polynomieller Zeit entscheidbare Problem
kann in polynomieller Zeit auf SAT reduziert werden

14



N P-Vollstandigkeit

Zur Erinnerung:
“SAT ist NP-vollstandig” heiBt:
e SAT ist nichtdeterministisch in polynomieller Zeit entscheidbar

e Jedes nichtdeterministisch in polynomieller Zeit entscheidbare Problem
kann in polynomieller Zeit auf SAT reduziert werden

e Wenn es stimmt, dass NP # P, dann ist SAT nicht in polynomieller
Zeit entscheidbar
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Teilklassen des Erfiillbarkeitsproblems

Definition:
k-KNF Formel: KNF-Formeln, deren Klauseln hochstens k Literale haben

Beispiele:

PA-Q 1-KNF
PA(=PV Q)AN(RV Q) 2-KNF
(PVQR)AN(PV-QVR) 3-KNF

Alternative Definition (nicht allgemeiner):
k-KNF Formel: KNF-Formeln, deren Klauseln genau k Literale haben

Beispiele:

PA—-Q 1-KNF
(PVP)AN(—PV Q)A(RV —Q) 2-KNF
(PVPVQ)APV-QVR) 3-KNF
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Teilklassen des Erfiillbarkeitsproblems

Definition:

k-KNF Formel: KNF-Formeln, deren Klauseln hochstens k Literale haben

Theorem

e Erfiillbarkeit fiir Formeln in KNF: NP-vollsténdig (ohne Beweis)

17



Teilklassen des Erfiillbarkeitsproblems

Definition:

k-KNF Formel: KNF-Formeln, deren Klauseln hochstens k Literale haben

Theorem
e Erfiillbarkeit fiir Formeln in KNF: NP-vollsténdig (ohne Beweis)
e Erfiillbarkeit fiir Formeln in 3-KNF: NP-vollstindig (Beweisidee)
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3-SAT

Theorem
Erfiillbarkeit fiir Formeln in 3-KNF (3-SAT) ist NP-vollsténdig

Bewelis

e 3-SAT ist ein Spezialfall von SAT und deshalb wie SAT in NP.

e Um zu zeigen, dass 3-SAT ebenfalls NP-vollstandig ist, miissen wir

zeigen, dass jedes SAT Problem in polynomieller Zeit auf das 3-SAT
Problem reduzierbar ist.
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3-SAT

Theorem
Erfiillbarkeit fiir Formeln in 3-KNF (3-SAT) ist NP-vollsténdig

Beweis (Teil 2)

Wir zeigen, dass jedes SAT Problem in polynomieller Zeit auf das 3-SAT
Problem reduzierbar ist.

Gegeben sei eine Formel F in KNF. Wir transformieren F in eine Formel F’
in 3-KNF, so dass:

F ist erfiillbar gdw. F’ ist erfiillbar.

Eine k-Klausel sei eine Klausel mit k Literalen.

Aus einer 1- bzw 2-Klausel kénnen wir leicht eine dquivalente 3-Klausel
machen, indem wir ein Literal wiederholen.

Was machen wir mit k-Klauseln fiir kK > 37
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3-SAT

Theorem
Erfiillbarkeit fiir Formeln in 3-KNF (3-SAT) ist NP-vollsténdig

Beweis (Teil 3)

Sei C beispielsweise eine 4-Klausel der Form
C=LiVLIVL3VL,.
In einer Klauseltransformation ersetzen wir C durch die Teilformel
Co=(Li1VLVH)AN(—HVL3V L),

wobei H eine zusatzlich eingefiihrte Hilfsvariable bezeichnet.
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Beispiel

C=PV-QV-RVS
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Beispiel

C=PV-QV-RVS — (PV-QVH)A(=HV=RVS).
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3-SAT

Theorem
Erfiillbarkeit fiir Formeln in 3-KNF (3-SAT) ist NP-vollsténdig

Beweis (Teil 3)

Sei C beispielsweise eine 4-Klausel der Form
C=LiVLIVL3VL,.
In einer Klauseltransformation ersetzen wir C durch die Teilformel
Co=(Li1VLVH)AN(HVL3V L),

wobei H eine zusatzlich eingefiihrte Hilfsvariable bezeichnet.
F’ sei aus F entstanden durch Ersetzung von C durch (.

zu zeigen: F’/ erfiillbar gdw. F erfiillbar
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3-SAT

Theorem
Erfiillbarkeit fiir Formeln in 3-KNF (3-SAT) ist NP-vollsténdig

Beweis (Teil 4)

C=LiVILVL3V L COZ(L1VL2VH)/\(—IHVL3\/L4),
F’ sei aus F entstanden durch Ersetzung von C durch (.
zu zeigen: F’ erfiillbar gdw. F erfiillbar

ll¢
Sei A eine erfiillende Belegung fiir F. A weist mindestens einem Literal aus C den
Wert 1 zu. Wir unterscheiden zwei Fille:

1) Falls Ly oder L, den Wert 1 haben, so ist F’ fiir A(H) = 0 erfiillt.
2) Falls L3 oder Ly den Wert 1 haben, so ist F’ fiir A(H) = 1 erfiillt.

Also ist F/ in beiden Fillen erfiillbar.
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3-SAT

Theorem
Erfiillbarkeit fiir Formeln in 3-KNF (3-SAT) ist NP-vollsténdig

Beweis (Teil 5)

C=LiVILVL3V L COZ(L1VL2VH)/\(—IHVL3\/L4),
F’ sei aus F entstanden durch Ersetzung von C durch (.
zu zeigen: F’ erfiillbar gdw. F erfiillbar

“j”
Sei A eine erfiillende Belegung fiir F’. Wir unterscheiden zwei Fille:

1) Falls A(H) =0, so muss A(L;) = 1 oder A(Ly) = 1.
2) Falls A(H) =1, so muss A(L3) =1 oder A(Ls) =1

In beiden Fallen erfiillt A somit auch C, i.e. auch F.
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3-SAT

Theorem
Erfiillbarkeit fiir Formeln in 3-KNF (3-SAT) ist NP-vollsténdig

Beweis (Teil 6)
Wir verallgemeinern die Klauseltransformation fiir kK > 4:
Jede Klausel der Form
LiVIyV---VL VL
wird durch eine Formel der Form

(LivVLIV..VLosVH)ANHYV L1V L)

ersetzt.

Die Erfiillbarkeitsaquivalenz folgt analog zum Fall kK = 4.
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Beispiele

Beispiel 1:

(PV-QVRVSVUV-YV)

— (PV=QVRVSVH)A(=H VUV -V)

— (PV=aQVRVH)AN(—H2VSV H)AN(—HVUV-—V)

—  (PV=QV H) A(=H3V RV H))A
(—lHQ\/S\/Hl)/\(—lHl\/U\/—lV)

Beispiel 2:

(PV-QV-RVS)A(-PV QV RV ~S)
= (PV=QVH)AN(—HV-RVS)A(=PV QV RV —=S)
— (PVaQVH)AN(—HLV-RVS)A(PVQV H)AN(—HxV RV —S)
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Bis jetzt

e Das SAT-Problem (Erfiillbarkeitsproblem)

e Teilklassen des Erfiillbarkeitsproblems

k-KNF Formel: KNF-Formeln, deren Klauseln hochstens k Literale haben

Theorem
e Erfiillbarkeit fiir Formeln in KNF: NP-vollsténdig (ohne Beweis)
e Erfiillbarkeit fiir Formeln in 3-KNF (3-SAT): NP-vollsténdig

e Erfiillbarkeit fiir Formeln in 2-KNF: polynomiell entscheidbar

(ndchste Vorlesung)

e Erfiillbarkeit fiir Formeln in DNF: polynomiell entscheidbar

F = V{_1(Al; L;j) Formel in DNF unerfiillbar gdw. fiir alle
i, (AL Lj) enthilt zwei komplementére Literale.
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Teilklassen des Erfiillbarkeitsproblems

Definition:

k-KNF Formel: KNF-Formeln, deren Klauseln hochstens k Literale haben

Theorem
e Erfiillbarkeit fiir Formeln in KNF: NP-vollsténdig (ohne Beweis)
e Erfiillbarkeit fiir Formeln in 3-KNF: NP-vollstindig (Beweisidee)
e Erfiillbarkeit fiir Formeln in 2-KNF: polynomiell entscheidbar

Erfiillbarkeit fiir Formeln in DNF: polynomiell entscheidbar
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Horn-Formeln

Defintion:

Horn-Formel: Formel in KNF, in der jede Klausel hochstens ein positives
Literal enthalt
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Horn-Formeln

Defintion:

Horn-Formel: Formel in KNF, in der jede Klausel hochstens ein positives

Literal enthalt

Notation: als Implikation

—PLV -V Py VP

PLA-AP,— P

Pi,....,P,— P

_|P]_\/"'\/_|Pn

PLA- AP, —1

P]_,...,Pn_>

P

=P

— P
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Horn-Formeln

Defintion:

Horn-Formel: Formel in KNF, in der jede Klausel hochstens ein positives

Literal enthalt

Notation: als Implikation
-P1V--- V=P, VP | PLN---ANPy,—P | P,...,.P, — P
_|P]_\/"'\/_|Pn P]_/\"‘/\Pn%J_ P]_,...,Pn_>
P T —=P — P
Pi A--- N Pp: Rumpf
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Horn-Formeln

Defintion:

Horn-Formel: Formel in KNF, in der jede Klausel hochstens ein positives
Literal enthalt

Notation: als Implikation

Py NV aPy VP | PLA- APy P | PL .. Py P
_|P]_\/"'\/_|Pn P]_/\"‘/\Pn%J_ P]_,...,Pn_>
P TP P

Pt AN--- A Pp: Rumpf
P: Kopf — P: Fakt



Horn Formel: Beispiele

Klausel Literalmengen Implikationen
—P {—P} P —

RV -RV-S | {Q,-R,-S} R,S — Q@
—QV S {—Q, S} QS —

R {R} — R

—QV P {—-Q, P} Q— P
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Erfiillbarkeitsproblem fiir Horn-Formeln

Theorem
Die Erfiillbarkeit von Horn-Formeln ist in quadratischer Zeit entscheidbar.
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Erfiillbarkeitsproblem fiir Horn-Formeln

Theorem

Die Erfiillbarkeit von Horn-Formeln ist in quadratischer Zeit entscheidbar.

Lemma. Sei F Hornformel die keine Fakten enthilt. Dann ist F erfillbar.
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Erfiillbarkeitsproblem fiir Horn-Formeln

Theorem

Die Erfiillbarkeit von Horn-Formeln ist in quadratischer Zeit entscheidbar.

Lemma. Sei F Hornformel die keine Fakten enthilt. Dann ist F erfillbar.

Beweis: Sei A : 1 — {0,1} mit A(P) = 0 fiir alle P € Tl. Dann A(F) = 1.
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Erfiillbarkeitsproblem fiir Horn-Formeln

Theorem
Die Erfiillbarkeit von Horn-Formeln ist in quadratischer Zeit entscheidbar.

Beweis: (Idee)

Ziel: A: T — {0,1} mit A(F) = 1.

Falls keine Fakten in F: F erfiillbar.

Sonst: Fiir alle Fakten — P in F: A(P) :=1,

Wiederhole das Verfahren fiir F/, entstanden aus F durch Ersetzung von P

mit 1.
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Erfullbarkeitstest fuir Horn-Formeln

Eingabe: F = Dy A --- A Dp eine Hornformel

(die Klausel D; enthilt hochstens ein positives Literal, i = 1,2,...,n)
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Erfullbarkeitstest fuir Horn-Formeln

Eingabe: F = Dy A --- A Dp eine Hornformel

(die Klausel D; enthdlt hochstens ein positives Literal)

Ein Atom in F zu markieren, bedeutet, es an allen Stellen seines Auftretens
in F zu markieren
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Erfullbarkeitstest fuir Horn-Formeln

IF keine Fakten (Klausel “— A”) vorhanden
THEN Ausgabe: erfiillbar
ELSE markiere alle Fakten in F (Atome A mit — A in F)
IF keine Klausel Ay A--- A A, — B in F, so dass
alle Atome in Ay, ..., A, markiert aber B nicht
THEN Ausgabe: erfiillbar
ELSE wahle die erste solche Klausel
IF B leer
THEN Ausgabe: unerfiillbar
ELSE markiere tiberall B in F
GOTO 1
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Beispiel 1

(=P)AN(Q)AN(-PVR)AN(CQVS)AN(TV-W)A(=SV U
(-UV-TVPV-Z)A(—QV-SV-UV W)
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Beispiel 1

(=P)AN(Q)AN(-PVR)AN(CQVS)AN(TV-W)A(=SV U
(-UV-TVPV-Z)A(—QV-SV-UV W)

Konjunktion von Implikationen:

(P— 1) A P —
(T = Q) A — Q
(P—>R) A P — R
(R —S) A Q—S5
(W —>T) A W — T
(S = U) A S—>U
(UNTANZ)— P) A uTt,Z—P

(RQASAU)— W) Q,S U— W



Beispiel 1

(=P)AN(Q)AN(-PVR)AN(CQVS)AN(TV-W)A(=SV U
(-UV-TVPV-Z)A(—QV-SV-UV W)

Markierte Atome und Erklarung:
P —

- Q
P— R
QR—S
W — T
S—>U

urT,Z—P
QS U—-W

{Q} initialer Fakt wegen — Q
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Beispiel 1

(=P)AN(Q)AN(-PVR)AN(CQVS)AN(TV-W)A(=SV U
(-UV-TVPV-Z)A(—QV-SV-UV W)

Markierte Atome und Erklarung:
P —

~Q
P— R
Q—S
W — T
S—>U
urT,Z—P
QS U—-W

{Q} initialer Fakt wegen — Q
{Q,S} wegen Q — S
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Beispiel 1

(=P)AN(Q)AN(-PVR)AN(CQVS)AN(TV-W)A(=SV U
(-UV-TVPV-Z)A(—QV-SV-UV W)

Markierte Atome und Erklarung:

P= {Q} initialer Fakt wegen T — Q
— Q
— {Q,S} wegen Q — S
P— R
{Q,S, U} wegen S — U

Q—>s
W — T
S—>U

47



Beispiel 1

(=P)AN(Q)AN(-PVR)AN(CQVS)AN(TV-W)A(=SV U
(-UV-TVPV-Z)A(—QV-SV-UV W)

Markierte Atome und Erklarung:

P {Q} initialer Fakt wegen T — Q
— Q
— {Q,S} wegen Q@ — S
P— R
{Q,S, U} wegen S — U
Q—S
— {Q,S,U, W} wegen Q,S,U— W
W — T
S—-U
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Beispiel 1

(=P)AN(Q)AN(-PVR)AN(CQVS)AN(TV-W)A(=SV U
(-UV-TVPV-Z)A(—QV-SV-UV W)

Markierte Atome und Erklarung:

P
B {Q} initialer Fakt wegen T — Q
— Q
N {Q,S} wegen Q — S
P— R
{Q,S, U} wegenS — U
Q— S
. {Q,S, U, W} wegen Q,S,U— W
W — T
e {Q,S, U W, T} wegen W — T
S—U
uT, Z—P
QS U—-W
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Beispiel 1

(=P)AN(Q)AN(PVR)AN(QVS)AN(TV-W)A(=SV U
(-UV-TVPV-Z)A(—QV-SV-UV W) Erfillbar

P —

—Q

Markierte Atome und Erklarung:

{Q} initialer Fakt wegen T — Q
{Q,S} wegen Q — S

{Q,S, U} wegenS — U

{Q,S, U, W} wegen Q,S,U— W
{Q,S, U, W, T} wegen W — T
Keine weiteren Schritte moglich, da es
keine Implikation gibt,deren linke Seite

vollstandig markiert ist und die rechte Seite nicht

Modell: A(Q) = A(S) = A(U) = A(W) = A(T) =1, A(P)=A(R) = A(Z) =0

Markierte Atome: wahr; nicht markierte Atome: falsch.
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Beispiel 2

(=P)A(=PVR)A(mQVS)AN(TV-W)A (=S V U)A
(-UV-TVPV-Z)A(—QV-SV-UV W) Erfillbar

P —
P— R
QR—S
W — T
S—-U

uT,Z—P
QS U—-W

Markierte Atome und Erklarung:

Keine Schritte moglich, da es
keine Implikation gibt,deren linke Seite

vollstandig markiert ist und die rechte Seite nicht

Modell: A(P) = A(Q) = A(R) = A(S) = A(T) = A(U) = A(W) = A(Z) =0
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Beispiel 3

(=P)AN(Q)AN(-PVR)AN(CQVS)AN(TV-W)A(=SV U
(—UV-TVPV-Z)AN(—QV SV -U)

Markierte Atome und Erklarung:

P
B {Q} initialer Fakt wegen T — Q
— Q
N {Q,S} wegen Q — S
P— R
{Q,S, U} wegen S — U
Q—S
W — T
Unerfullbar
S—-U |
Q, S, U markiert, aber Kopf von
uT,Z— P

Q,S,U — leer
QS U—
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Zusammenfassung

e SAT-Problem (SAT, 3-SAT, 2-SAT, DNF-SAT)
e Horn-Formeln

e Erfiillbarkeitstest fiir Hornformeln
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