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Bis jetzt

e Syntax (Formeln)



Syntax der Aussagenlogik: Logische Zeichen

T Symbol fiir die Formel “wahr”
1 Symbol fiir die Formel “falsch”

— Negationssymbol ( “nicht”)

A Konjunktionssymbol (*“und™)

V Disjunktionssymbol (“oder”)

— Implikationssymbol (“wenn . .. dann")

<> Symbol fiir Aquivalenz (“genau dann, wenn”)

() die beiden Klammern



Vokabular der Aussagenlogik

Abzahlbare Menge von Symbolen, etwa
N={Py,...,Pn}

oder

N={Py, P1,...}

Bezeichnungen fiir Symbole in I1
e atomare Aussagen
e Atome

e Aussagenvariablen



Formeln der Aussagenlogik

Definition: Menge Forp der Formeln iiber I1:

Die kleinste Menge mit:
e [ € Forp und L€ Forp
e [1C Forp
e Wenn F, G € Forpy, dann auch
-F,(FAG),(FVG),(F— G),(F <+ G)

Elemente von Forp.



Bis jetzt

e Syntax (Formeln)

e Semantik
Wertebelegungen (Valuationen, Modelle)
Wahrheitstafel fiir die logischen Operatoren
Auswertung von Formeln / Wahrheitstabellen
Modell einer Formel(menge)
Giiltigkeit und Erfiillbarkeit
Tautologien und Kontradiktionen
Folgerung und Aquivalenz

Erster Kalkll: Wahrheitstafelmethode



Allgemeingiiltigkeit /Folgerung:
Zusammenfassung

F, G Formeln; N Formelmenge.

Theorem. F = G gdw. = F — G.

Theorem. NU{F} = G gdw. N = F — G.

Theorem. F = G gdw. = F < G.




Unerfiillbarkeit /Allgemeingiiltigkeit /Folgerung:
Zusammenfassung

F, G Formeln; N Formelmenge.

Theorem. F ist allgemeingiiltig gdw. —F ist unerfiillbar.

Theorem. F = G gdw. F A =G ist unerfiillbar.

Theorem. N = G gdw. N U {=G} ist unerfiillbar.

Nota bene: falls N unerfiillbar, so N |= G fiir jede Formel G
.. auch fur L.

Notation: N = L fiir N unerfiillbar.



Erster Kalkiil: Wahrheitstafelmethode

Erfiillbarkeitstest:
Jede Formel F enthilt endlich viele Aussagenvariablen.

A(F) ist nur von den Werten dieser Aussagenvariablen abhingig.

F enthalt n Aussagenvariablen:

= 2" Wertbelegungen notwendig um zu iliberpriifen,
ob F erfiillbar ist oder nicht.

= Wahrheitstafel

= Das Erfiillbarkeitsproblem ist entscheidbar

Es existieren viel bessere Methoden als Wahrheitstafeltests um die

Erfiillbarkeit einer Formel zu iiberpriifen.



Ein zweiter Kalkul

Ein zweiter Kalkiil: Aquivalenzumformung

e (Wiederholte) Ersetzung einer (Unter-)Formel durch dquivalente
Formel
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Aquivalenz

Zwei Formeln F und G sind logisch dquivalent (Notation: F = G) wenn sie
in den gleichen Modellen wahr sind

Beispiel: (P — Q) = (—-Q — —P) (Kontraposition)

11



Wichtige Aquivalenzen

Die folgenden Aquivalenzen sind fiir alle Formeln F, G, H giiltig:

(FAF)=F
(FVF)=F
(FAG)=(GAF)
(FVG)=(GVF)
(FA(GAH)=((FAG)AH)
(FV(GVH)=({(FVG)VH)
(FA(FVG)=F
(FV(FAG))=F
(FA(GVH)=(FAG)V(FAH))
(FV(GAH)=({(FV G)A(FVH))

(ldempotenz)

(Kommutativitat)

(Assoziativitat)

(Absorption)

(Distributivitat)
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Wichtige Aquivalenzen

Die folgenden Aquivalenzen sind fiir alle Formeln F, G, H giiltig:
(——F)=F (Doppelte Negation)

—l(F N\ G) = (—lF V —IG)

—(FV G) =(—-FAN-G) (De Morgan's Regeln)
(F— G)=(—G — —F) (Kontraposition)
(F— G)=(—-FVG) (Elimination Implikation)

F+ G=(F— G)A(G — F) (Elimination Aquivalenz)
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Wichtige Aquivalenzen

Die folgenden Aquivalenzen sind fiir alle Formeln F, G, H giiltig:

(F A G) = F, falls G Tautologie
(FV G) =T, falls G Tautologie (Tautologieregeln)

(FAG)=_1, falls G unerfiillbar
(FV G) = F, falls G unerfiillbar  (Tautologieregeln)
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Wichtige Aquivalenzen mit T/

(AN-A) =1
(AV-A) =T (Tertium non datur)
(ANT)=A

(ANL)= 1
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Wichtige Aquivalenzen (Zusammengefasst)

(FAFY=F (FVF)=F

(ldempotenz)

(FAG)=(GAF) (FVG)=(GVF)

(Kommutativitat)

(FA(G A H)) = ((FA G) A H)
(FV(GV H)) = ((FV G)V H)

(Assoziativitat)

(FA(FVG) =F
(FV(FAG) =F

(Absorption)

(FA(GVH)=({(FAG)V(FAH))
(FV(GAH)=({(FVG)A(FVH))

(Distributivitat)

(——F)=F

(Doppelte Negation)

—~(F A G) = (=F V —G)
~(FV G) = (=F A =G)

(De Morgan’s Regeln)

(F—> G)E(—lG—>—lF)

(Kontraposition)

(F— G)=(-FVGQG)
F< G=(F—G)AN(G— F)

(Elimination Implikation)

(Elimination Aquivalenz)
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Terminologie

Eine Formel F, die als Teil einer Formel G auftritt,

heiBt Teilformel von G.

e F ist eine Teilformel von F

e f = -G und

—  H Teilformel von F

H Teilformel von G

o F=F pFk
(wo p € {V,A,=,<})

H Teilformel von F; oder F>

> —

/

H Teilformel von F
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Substitutionstheorem

Theorem.
Seien F und G &dquivalente Formeln. Sei H eine Formel mit (mindestens)

einem Vorkommen der Teilformel F.

Dann ist H dquivalent zu H’, wobei H” aus H hervorgeht, indem (irgend)
ein Vorkommen von F in H durch G ersetzt wird.

Beispiel:
AVB=BVA
impliziert

(CA(AVB)=(CA(BVA)
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Strukturelle Induktion

Menge aller aussagenlogischen Formeln Forp , wobei 1 = {Py, Py, ...}

Basismenge: T,L; Po, P1, P2, ... sind aussagenlogische Formeln (atomare Form
Erzeugungsregel: Wenn Fi, F> aussagenlogische Formeln sind, dann sind auch

—Fi,Fi NFy, 1V F>, F1 — F», F1 <+ F> aussagenlogische Formeln

Forn kleinste Menge, die:
- T, L und Il enthalt
- zusammen mit F auch —F enthalt

- zusammen mit Fi, F; auch FiopF; enthidlt (op € {A,V, —, < })

Gelten die beiden Aussagen:
- p(A) fiir alle atomaren Formeln A € {T, L} U
- VFeForp : (Falls (F = =F; und p(F1)) dann p(F));
(Falls (F = FiopF, und p(F71) und p(F>)) dann p(F))
dann gilt auch VF € Forp : p(F).
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Substitutionstheorem

Theorem.
Seien F und G &dquivalente Formeln. Sei H eine Formel mit (mindestens)
einem Vorkommen der Teilformel F.

Dann ist H dquivalent zu H’, wobei H” aus H hervorgeht, indem (irgend)
ein Vorkommen von F in H durch G ersetzt wird. p(H)

Beweis: Strukturelle Induktion.
Induktionsbasis: Beweisen, dass p(H) fiir alle Formeln H in { L, T} U gilt.

Beweis: Falls HE{_L, T }UIlN und F Teilformel von H, so muss F = H sein.
Dann ist die Formel H’, die aus H hervorgeht, indem F (= die ganze

Formel H) durch G ersetzt wird, gleich G.
Aber dann: H=F = G = H’.
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Substitutionstheorem

Beweis: (Fortsetzung)
Sei H eine Formel, H ¢ { L, T} UTI. Sei F eine Teilformel von H.

Fall 1: F = H. Dann H’ = G (wie vorher), so H=F = G = H’.

Fall 2: F £ H.

Induktionsvoraussetzung: ~ Annahme: p(H’) gilt fiir alle dir. Teilformeln H” von H.
Induktionsschritt: Beweis, dass p(H) gilt (durch Fallunterscheidung):

Fall 2.1: H = —H;. Da F # H, ist F eine Teilformel von H;.
Induktionvoraussetzung: p(H:) gilt, d.h. H; = H/, wobei H] aus H; hervorgeht,
indem (irgend) ein Vorkommen von F in H; durch G ersetzt wird.

Da H = —H,, ist H = —H;.
Dann fiiralle A : M — {0, 1}: A(H)=A(=Hy)=—A(H;) "= = A(H!)=A(=H!)=A(H")

Somit ist bewiesen, dass H = H’.
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Substitutionstheorem

Beweis: (Fortsetzung)
Induktionsschritt: Beweis, dass p(H) gilt (durch Fallunterscheidung):
Fall 2.2: H = H; op H>. Da F # H, ist F Teilformel von H; oder von H,.

Fall 2.2.1 F ist eine Teilformel von H;.
Induktionvoraussetzung: p(H;) gilt, d.h. H; = H/, wobei H] aus H; hervorgeht,
indem (irgend) ein Vorkommen von F in H; durch G ersetzt wird.

Da H = H; op H,, und F in H; vorkommt, so H' = H{ op H..

Dann fiir alle A : N — {0,1}: A(H)=.A(H; op H>)=A(H;) op A(H>) A%
A(H{) op A(H2)=A(H{ op Hy) = A(H’).

|| <

Somit ist bewiesen, dass H = H’.

Fall 2.2.2 F ist eine Teilformel von H>. Analog.
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Ein zweiter Kalkiil: Logische Umformung

Definition: Aquivalenzumformung

e (Wiederholte) Ersetzung einer (Unter-)Formel durch dquivalente
Formel

e Anwendung des Substitutionstheorems
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Ein zweiter Kalkiil: Logische Umformung

Definition: Aquivalenzumformung

e (Wiederholte) Ersetzung einer (Unter-)Formel durch dquivalente
Formel

e Anwendung des Substitutionstheorems

Theorem

Aquivalenzumformung bildet mit den aufgelisteten wichtigen Aquivalen-
zen einen vollstandigen Kalkiil:

Wenn F und G logisch dquivalent sind, kann F in G umgeformt werden.
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Beispiel

(P— Q) N—-((Q—R)—(P— R))
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Beispiel

(P— Q) AN—-((Q—R)—(P— R))

=(-PVQ)AN-((—QVR)—=(—-PVR))

(Elimination Implikation)
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Beispiel

(P— Q) AN—-((Q—R)—(P— R))

E(—lp V Q) AN —|((ﬂQ V R) — (ﬂP V R))
E(—IP V Q) N\ —|(ﬂ(—|Q V R) V (—|P V R))

(Elimination Implikation)

(Elimination Implikation)
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Beispiel

(P— Q) AN—-((Q—R)—(P— R))
E(—lp V Q) N\ —|((ﬂQ V R) — (ﬂP V R))
E(—IP V Q) N\ —|(ﬂ(—|Q V R) V (—|P V R))
=(-PVQ)A (- (-QVR)AN—-(=PVR))

(Elimination Implikation)
(Elimination Implikation)

(De Morgan’s Regel,V)
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Beispiel

(P— Q) AN—-((Q—R)—(P— R))

E(—lp V Q) AN —|((ﬂQ V R) — (ﬂP V R))
E(—IP V Q) N\ —|(ﬂ(—|Q V R) V (—|P V R))
=(-PVQ)A(-(—-QV R)AN—-(=PVR))

E(—IP V Q) AN

((—lQ V R) N\ (ﬂ—|P A\ —lR))

(Elimination Implikation)
(Elimination Implikation)

(De Morgan’s Regel,V)

(Doppelte Negation, De Morgan, V)
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Beispiel

(P— Q) AN—-((Q—R)—(P— R))

=(-PVQ)A-((-QVR)— (-PVR))
=(-PVQ)A-(-(-QVR)V(-PVR))
=(-PVQ)A(-(—-QV R)AN—-(=PVR))
=(-PVQ)ANA ((mQVR)AN(—PAN-=-R))
=(-PVQR)A((-QV R)AN(PA-R))

(Elimination Implikation)
(Elimination Implikation)

(De Morgan’s Regel,V)

(Doppelte Negation, De Morgan, V)
(Doppelte Negation)
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Beispiel

(P— Q) AN—-((Q—R)—(P— R))

=(-PVQR)A-((—QRVR)— (—-PVR)) (Elimination Implikation)
=(-PVQ)AN-(~(-QVR)V (-PVR)) (Elimination Implikation)
=(-PVQ)A(—(—-QV R)A—-(=PVR)) (De Morgan’s Regel,V)
=(-PVQ)ANA ((mQVR)AN(—PAN-=-R)) (Doppelte Negation, De Morgan, V)
=(-PVQR)A((-QV R)AN(PA-R)) (Doppelte Negation)

=(-PVQR)A((—-QAPA-R)V(RANPAN-=R)) (Distributivitat)
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Beispiel

(P— Q) AN—-((Q—R)—(P— R))

=(-PVQR)A-((—QRVR)— (—-PVR)) (Elimination Implikation)
=(-PVQ)AN-(~(-QVR)V (-PVR)) (Elimination Implikation)
=(-PVQ)A(—(—-QV R)A—-(=PVR)) (De Morgan’s Regel,V)
=(-PVQ)ANA ((mQVR)AN(—PAN-=-R)) (Doppelte Negation, De Morgan, V)
=(-PVQR)A((-QV R)AN(PA-R)) (Doppelte Negation)

=(-PVQR)ANA((—mQANPA-R)V(RAPA-=-R)) (Distributivitat)
=(-PVQ)A((mQANPA-R)V(RA-RANP)) (Kommutativitat)
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Beispiel

(P— Q) AN—-((Q—R)—(P— R))

=(-PVQR)A-((—QRVR)— (—-PVR)) (Elimination Implikation)
=(-PVQ)AN-(~(-QVR)V (-PVR)) (Elimination Implikation)
=(-PVQ)A(—(—-QV R)A—-(=PVR)) (De Morgan’s Regel,V)
=(-PVQ)ANA ((mQVR)AN(—PAN-=-R)) (Doppelte Negation, De Morgan, V)
=(-PVQ)A((—wQV R)AN(PA-R)) (Doppelte Negation)

=(-PVQ)A((-QANPA-R)V(RAPA-=-R)) (Distributivitat)
=(-PVQ)A((—mQANPA-R)V(RA-RANP)) (Kommutativitit)
=(-PVQR)AN((-QAPA-R)V L) (Aquivalenzen mit L)
=(-PVQR)N(—-QAPA-=R) (Aquivalenzen mit L)
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Beispiel

(P— Q) AN—-((Q—R)—(P— R))

=(-PVQ)A-((-QVR)— (-PVR))
=(-PVQ)A-(-(-QVR)V(-PVR))
=(-PVQ)A(-(—-QV R)AN—-(=PVR))
=(-PVQ)ANA ((mQVR)AN(—PAN-=-R))
=(-PVQ)A((—wQV R)AN(PA-R))

(Elimination Implikation)
(Elimination Implikation)

(De Morgan’s Regel,V)

(Doppelte Negation, De Morgan, V)

(Doppelte Negation)

=(-PVQ)A((-QANPA-R)V(RAPA-=-R)) (Distributivitat)
=(-PVQ)A((—mQANPA-R)V(RA-RANP)) (Kommutativitit)

=(-PVQ)A(mQANPA-R)V L)
=(-PVQR)N(—-QAPA-=R)
=("PA-QAPAN-R)V(QAN-QAPA-R)
=("PAPAN=-QAN-R)V(QAN—-QAPA-R)

(Aquivalenzen mit L)
(Aquivalenzen mit L)
(Distributivitat)
(Kommutativitat)
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Beispiel

(P— Q) AN—-((Q—R)—(P— R))

=(-PVQR)A-((—QRVR)— (—-PVR)) (Elimination Implikation)
=(-PVQ)AN-(~(-QVR)V (-PVR)) (Elimination Implikation)
=(-PVQ)A(—(—-QV R)A—-(=PVR)) (De Morgan's Regel,V)
=(-PVQ)ANA ((mQVR)AN(—PAN-=-R)) (Doppelte Negation, De Morgan, V)
=(-PVQR)A((-QV R)AN(PA-R)) (Doppelte Negation)

=(-PVQO)A(-QAPAN-R)V(RANPAN-=R)) (Distributivitat)
=(-PVQR)A((mQAPA-R)V(RAN=RAP)) (Kommutativitat)
=(-PVQR)AN((-QAPA-R)V L) (Aquivalenzen mit L)
=(-PVQR)AN(—-QAPA-=-R) (Aquivalenzen mit L)
=("PA=-QAPA-R)V(RAN=-QANAPAN-R) (Distributivitat)
=("PAPAN=-QAN-R)V(QAN—-QAPA-R) (Kommutativitat)
=((-PAP)AN=QAN-R)V((QAN—-Q)ANPA-R) (Assoziativitat)
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Beispiel

(P—> Q) A—-((Q —>R)—(P—R))

= ("PVQ)A-((-QVR)— (=PVR)) (Elimination Implikation)

= (-PVQ)AA(=(=QVR)V(-PVR)) (Elimination Implikation)

= (-PVQQA(—(—QV R)A—=(=PVR)) (De Morgan's Regel,V)

= (-PVQ)A ((mQV R)AN(—-—=PA=R)) (Doppelte Negation, De Morgan, V)
= (-PVQ)A((-QV R)A(PA=R)) (Doppelte Negation)

(-PVA)A(mQANAPA-R)V(RANPA-=R)) (Distributivitat)
(=PVR)A(mQAPAN-R)V(RAN-RAP)) (Kommutativitat)
(=PVRAN(—QAPA-R)V 1) (Aquivalenzen mit L)
(=PV Q)N (mQAPA-R) (Aquivalenzen mit L)
(-PA=QAPAN-R)V(QAN—-QANPA-R) (Distributivitat)
(-PAPA-=QAN-R)V(RN-QANAPA-R) (Kommutativitat)
(FPAP)A=QA-R)V ((QA—-Q)APA—-R) (Assoziativitat)
lvil=1l (Aquivalenzen mit L)
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Bis jetzt

Kalkiile
Wahrheitstafelmethode

Aquivalenzumformung
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Bis jetzt

Kalkiile
Wahrheitstafelmethode

Aquivalenzumformung

Nicht besonders effizient
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Unser Ziel

Kalkiil(e) zur systematischen Uberpriifung von Erfiillbarkeit

(fiir Formeln und/oder Formelmengen)

Dazu brauchen wir “Normalformen’
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Normalformen

Definition:
e Atom: aussagenlogische Variable

e Literal: Atom, oder

Negation eines Atoms

Beispiel. Sei 1 = {P, Q, R}.

Atome: P, Q, R
Literale: P, =P, @, —-Q®, R, —-R



Normalformen

Definition:
e Atom: aussagenlogische Variable

e Literal: Atom, oder

Negation eines Atoms

Definition:

Klausel: Eine Disjunktion von Literalen
e mehrstellige Disjunktionen (PV -QV R), (PV PV =Q)
e cinstellige Disjunktionen P

e die nullstellige Disjunktion (leere Klausel) L
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Normalformen

Definition:

Konjunktive Normalform (KNF): Eine Konjunktion von Disjunktionen von
Literalen, d.h., eine Konjunktion von Klauseln
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Normalformen

Definition:

Konjunktive Normalform (KNF): Eine Konjunktion von Disjunktionen von
Literalen, d.h., eine Konjunktion von Klauseln

mehrstellig, einstellig oder nullstellig
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Normalformen

Definition:
Konjunktive Normalform (KNF): Eine Konjunktion von Disjunktionen von

Literalen, d.h., eine Konjunktion von Klauseln

mehrstellig, einstellig oder nullstellig

Beispiele:
(PV-Q)A(QV-RYV=S)
PV Q

PA(QVR)

PAQ

PANP

-
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Normalformen

Definition:
Disjunktive Normalform (DNF): Eine Disjunktion von Konjunktionen von

Literalen.

mehrstellig, einstellig oder nullstellig

Beispiele:

(PA=Q)V (QA-RA=S)
PAQ

PV (QAR)

PV Q

PV P

L
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Normalformen

Eigenschaften:

e /u jeder aussagenlogischen Formel gibt es:
- eine aquivalente Formel in KNF
- eine aquivalente Formel in DNF
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Normalformen

Eigenschaften:

e /u jeder aussagenlogischen Formel gibt es:
- eine aquivalente Formel in KNF
- eine aquivalente Formel in DNF

e Diese aquivalenten Formeln in DNF bzw. KNF sind nicht eindeutig

47



Normalformen

Eigenschaften:

e /u jeder aussagenlogischen Formel gibt es:
- eine aquivalente Formel in KNF
- eine aquivalente Formel in DNF

e Diese aquivalenten Formeln in DNF bzw. KNF sind nicht eindeutig
e Solche Formeln kénnen aus einer Wahrheitstafel abgelesen werden

e Solche Formeln kénnen durch Umformungen hergestellt werden
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Normalformen

Eigenschaften:

e /u jeder aussagenlogischen Formel gibt es:
- eine aquivalente Formel in KNF
- eine aquivalente Formel in DNF

e Diese aquivalenten Formeln in DNF bzw. KNF sind nicht eindeutig
e Solche Formeln kénnen aus einer Wahrheitstafel abgelesen werden

e Solche Formeln kénnen durch Umformungen hergestellt werden
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Beispiel

(PVQR)A((=PAQ)VR)

F :

F

(=P AQ)VR)

(=P A Q)

~P

(PVQ)

Pl Q| R
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Beispiel: DNF

(PVQR)A((=PAQ)VR)

F :

(U 17170

2

>

< — - O - O -
<

Q

L

<

< - - O O O O
Q

L

D_.: - - O O O O
C

> T [ [
-

N O|l-|lo |
< — | 4|0 O+ -
Q olo|lHdA H|H H
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Beispiel: DNF

F: (PVQ)A(-PAQ)VR)
PlQlrR|IPVQ|-P|(=PrAQ | (-PAQ)VR)|F
olo]o 0 1 0 0 0
olo]|1 0 1 0 1 0
ol 1]o0 1 1 1 1 1
o 11 1 1 1 1 1
1|0 o 1 0 0 0 0
1|01 1 0 0 1 1
1] 1]o0 1 0 0 0 0
1|11 1 0 0 1 1

DNF: (=PAQA-R)V(-PAQAR)V(PAN-QAR)V(PANQAR)
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Beispiel: KNF

F: (PVQ)A(-PAQ)VR)

PIQ|R|(PVQ) |-P|(-PAQ) | (-PAQ)VR)|F ]| —F
0o|o0|o 0 1 0 0 0ol 1
0|0 |1 0 1 0 1 0|l 1
0|10 1 1 1 1 1] o
0|11 1 1 1 1 1] o
1]0]0 1 0 0 0 0ol 1
1|01 1 0 0 1 1] o
1|10 1 0 0 0 0ol 1
111 1 0 0 1 1] o

DNF fiir =F: (=P A=QA—-R)V(=PA=QAR)V(PAN=QA-R)V(PAQA-R)

KNF fir F: (PVQVR)IA(PVQRV -R)AN(-PV RV R)A(-PV -QV R)
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Normalformen

DNF fiir F:

wobei:
PO — —p
PlL—p

V

..... Pn}—{0,1}
A(F)=1

(Pi‘\(Pl) A A PI;‘\(Pn))
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Normalformen

DNF fiir F: \/ (PP A A PPy
A:APy,...Pn}— {01}
A(F)=1

wobei:
PO = P
Pl="P
p

Theorem

Fiir alle Interpretationen A’ : {Py1,..., Pp} — {0, 1}:

A(F)=1 gdw. A’( \/ (PP A A PPy =
AAPL,...Pn}— {01}
A(F)=1

\_
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Normalformen

DNF fiir F: \/ (P{“(Pl) Ao A PPy
A:{Py,....Pp}—{01}
A(F)=1
wobei:
PO — —p
pPl—=p

KNF fiir F: —F",
wobei F/ die DNF von —F ist.



Normalformen

DNF fiir F: \/ (P{“(Pl) Ao A PPy
A:{Py,....Pp}—{01}
A(F)=1
wobei:
PO — —p
pPl—=p

KNF fiir F: —F",
wobei F/ die DNF von —F ist.

KNF fiir F: A (PL=AP Ly pR APy

A:A{Py,....Ph}—{0,1}
A(F)=0




Normalformen

Eigenschaften:

e /u jeder aussagenlogischen Formel gibt es:
- eine aquivalente Formel in KNF
- eine aquivalente Formel in DNF

e Diese aquivalenten Formeln in DNF bzw. KNF sind nicht eindeutig
e Solche Formeln kénnen aus einer Wahrheitstafel abgelesen werden

e Solche Formeln kénnen durch Umformungen hergestellt werden

nachste Vorlesung
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Umformung in KNF

Vier Schritte:
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Umformung in KNF

Vier Schritte:

1. Elimination von <

Verwende A<+ B=(A— B)A (B — A)
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Umformung in KNF

Vier Schritte:

1. Elimination von <

Verwende A<+ B=(A— B)A (B — A)

2. Elimination von —

Verwende A — B = (-AV B)
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Umformung in KNF

Vier Schritte:

1. Elimination von <
Verwende A<+ B=(A— B)A (B — A)

2. Elimination von —
Verwende A — B = (—AV B)

3. “Nach innen schieben” von —

Verwende de Morgans Regeln und ——A = A

— Negationsnormalform (NNF)

Eine logische Formel ist in Negationsnormalform (NNF),
falls die Negationsoperatoren in ihr nur direkt liber

atomaren Aussagen vorkommen.
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Umformung in KNF

Vier Schritte:

1. Elimination von <

Verwende A<+ B=(A— B)A (B — A)

2. Elimination von —

Verwende A — B = (-AV B)

3. “Nach innen schieben” von —

Verwende de Morgans Regeln und -——A = A

4. “Nach innen schieben” von V

Verwende Distributivitat von V Uber A

(NNF)
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Umformung in DNF

Vier Schritte:

1. Elimination von <

Verwende A<+ B=(A— B)A (B — A)

2. Elimination von —

Verwende A — B = (-AV B)

3. “Nach innen schieben” von —

Verwende de Morgans Regeln und -——A = A

4. “Nach innen schieben” von A

Verwende Distributivitat von A Uber V

(NNF)

64



Umformung in KNF

Vier Schritte:

1. Elimination von <

Verwende A<+ B=(A— B)A (B — A)

2. Elimination von —

Verwende A — B = (-AV B)

3. “Nach innen schieben” von —

Verwende de Morgans Regeln und -——A = A

4. “Nach innen schieben” von V

Verwende Distributivitat von V Uber A

(NNF)
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Umformung in KNF: Beispiel

Gegeben:

P+ (QVR)
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Umformung in KNF: Beispiel

Gegeben:
P+ (QVR)

1. Elimination von <

(P—=(QVR)AN((QRVR)— P)
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Umformung in KNF: Beispiel

Gegeben:
P+ (QVR)

1. Elimination von <

(P—=(QVR)AN((QRVR)— P)

2. Elimination von —

(-PVQORVR)A(-(QV R)VP)
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Umformung in KNF: Beispiel

Gegeben:

P+ (QVR)

1. Elimination von <

(P—=(QVR)AN((QRVR)— P)

2. Elimination von —

3.

(-PVQORVR)A(-(QV R)VP)
“Nach innen schieben” von —

(-PVQRVR)A((mQA—-R)V P)

(NNF)
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Umformung in KNF: Beispiel

Gegeben:

P+ (QVR)

1. Elimination von <

(P> (QVR)Y)AN((QVR)— P)

2. Elimination von —

3.

4.

(-PVQRVR)A(-(QV R)VP)
“Nach innen schieben” von —
(—|P\/Q\/R)/\((—|Q/\—|R)\/P)

“Nach innen schieben” von Vv

(-PVQRVR)A(—QV P)AN(—RV P)

(NNF)
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Umformung in DNF

Vier Schritte:

1. Elimination von <

Verwende A<+ B=(A— B)A (B — A)

2. Elimination von —

Verwende A — B = (-AV B)

3. “Nach innen schieben” von —

Verwende de Morgans Regeln und -——A = A

4. “Nach innen schieben” von A

Verwende Distributivitat von A Uber V

(NNF)
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Umformung in DNF: Beispiel

Gegeben:

P+ (QVR)

1. Negationsnormalform (NNF) (s. Seite 69):

2.

(-PVQRVR)A((mQAN—-R)V P)

“Nach innen schieben” von A
(=PA(mQA=-R)VP)O)V((QA((mQA=-R)VP)V(RA((—-QA-R)VP))
(-PA-QA-R)V(-PAP) V (QA=-QA-R)V(QAP) V
(RA=QAN—-R)V (RAP)

(=PA=QA-R)YV(=PAP) V ((QA=-Q)A=R)V (QAP) V

Ve Ve

=1 =1
(RN —-R)A=Q)V (RAP)

Ve

=1
(—lP/\—lQ/\—lR)\/(Q/\P)\/(R/\P)
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Beispiel zur exponentiellen Lange der KNF

Gegeben:
A, = (P11 YA\ P12) VeV (Pnl YA\ Pnz)
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Beispiel zur exponentiellen Lange der KNF

Gegeben:
A, = (P11 YA\ P12) VeV (Pnl YA\ Pnz)

Zu A, aquivalente KNF

/\ (Prray V-V Pphem))
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Beispiel zur exponentiellen Lange der KNF

A, = (P11 YA\ P12) VeV (Pnl YA\ Pnz)

P11 AP1o Lange: 2 = 21

Gegeben:
n=1:A; =
n=2:A

= (P11AP12)V(P21AP2)
= ((Pll/\Plz)\/le)/\((Pll/\P12)\/P22)
= (P11VP21)A(P12V P21 )A(P11V Po)A(P12VPap) Lange: 2 -2 = 22
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Beispiel zur exponentiellen Lange der KNF

Gegeben:
n=1:A;
n=2:A
n=3:A;

A, = (P11 YA\ P12) VeV (Pnl YA\ Pnz)

P11 AP

(P1iAP12)V(P21AP23)
((P1iAP12)V P21 )A((P11AP12)V P22)

(P11V P21 )A(P12V P )A(P11V P2 )A(P12V P22)
$P11/\P12)\/(P21AP222V(P31/\P32)

((P11\/leﬁg\(Plz\/le)/\(PnVP22)/\(P12\/P22))\/(P31/\P32)

KNF(Ay)

Linge: 2 = 21

Linge: 2 - 2 = 22
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Beispiel zur exponentiellen Lange der KNF

Gegeben:
n=1:A;
n=2:A
n=3:A;

A, = (P11 YA\ P12) VeV (Pnl YA\ Pnz)

P11 A\ P> Lange: 2 = D!
(P1iAP12)V(P21AP23)

((P1iAP12)V P21 )A((P11AP12)V P22)

(P11V Pa1) A(P12V P21 )A(P11V Pa ) A(P12V P2y) Linge: 2 - 2 = 2°

(P11 AP12)V (P21 APx)V (P31 APs33)

((P11\/leﬁg\(Plz\/le)/\(PnVP22)/\(P12\/P22))\/(P31/\P32)

KNF(Ay)
(((P11\/P21)/\(P12\/P21)/\(P11\/PQQ)/\(P12VP22))\/P31)/\
(((P11VP21)A(P12V P21)A(P11V P2 )A(P12V P22))V P33)
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Beispiel zur exponentiellen Lange der KNF

Gegeben:
A, = (P11 YA\ P12) VeV (Pnl YA\ Pnz)
n=1:A; = Pi1APp Lange: ot
n=2:Ay= (P11AP12)V (P21 AP)
= ((P11/AP12)VP)A((P11AP12)V P23)
= (P11V P21 )A(P12V P )A(P11V Py A(P1aV Pay) Linge: 2°
n=3:A3 = SPH/\Plz)\/(le/\szzv(Pgl/\ng)

((P11\/leﬁ%(Plz\/le)/\(Pn\/P22)/\(P12\/P22))\/(P31/\P32)

Ve

KNF(As)
(((P11V P21)A(P12V P21 )A(P11V P2 )A(P12V P )V P31 ) A
(((P11V P21 )A(P12V P21 )A(P11V P22 )A(P12V P22) )V P32)
(((P11V P21V P31)A(P12V P21V P31))A(P11V P2V P31 )A(P12V PV P31 ) A
(((P11V P21V P32)A(P12V Po1V P32 )A(P11V PV P3p )A(P1oV PasV P3y) Lange: 23
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