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Organisatorisches

Termine Donnerstags:

Doodle (86)
9:00-10:00: 43
14:00-15:00: 54

Trotzdem Anderung nicht moglich:
- die zwei Ubungstunden gehdren zusammen

- 14:00-15:00 nur D028 frei (darf nicht nur fiir nur eine Stunde
gebucht werden)



Bis jetzt

e Syntax (Formeln)
e Semantik
Wertebelegungen
Auswertung von Formeln / Wahrheitstabellen

Giiltigkeit /Erfiillbarkeit/ Tautologien /Kontradiktionen
Folgerung und Aquivalenz

e Kalkiile

Erster Kalkiil: Wahrheitstafelmethode

Zweiter Kalkiil: Aquivalenzumformung



Unser Ziel

Kalkiil(e) zur systematischen Uberpriifung von Erfiillbarkeit

(fiir Formeln und/oder Formelmengen)

Dazu brauchen wir “Normalformen”

Konjunktive Normalform (KNF)
n
A(Liz V-V Lim)
=1

Disjunktive Normalform (DNF)

V(Liz A ALim,)
i=1



Normalformen

Eigenschaften:

e /u jeder aussagenlogischen Formel gibt es:
- eine aquivalente Formel in KNF
- eine aquivalente Formel in DNF

e Diese aquivalenten Formeln in DNF bzw. KNF sind nicht eindeutig
e Solche Formeln kénnen aus einer Wahrheitstafel abgelesen werden

e Solche Formeln kénnen durch Umformungen hergestellt werden



Normalformen

Eigenschaften:

e /u jeder aussagenlogischen Formel gibt es:
- eine aquivalente Formel in KNF
- eine aquivalente Formel in DNF

e Diese aquivalenten Formeln in DNF bzw. KNF sind nicht eindeutig
e Solche Formeln kénnen aus einer Wahrheitstafel abgelesen werden

e Solche Formeln kénnen durch Umformungen hergestellt werden



Umformung in KNF

Vier Schritte:

1. Elimination von <

Verwende A<+ B=(A— B)A (B — A)

2. Elimination von —

Verwende A — B = (-AV B)

3. “Nach innen schieben” von —

Verwende de Morgans Regeln und ——A = A (NNF)

4. “Nach innen schieben” von V

Verwende Distributivitat von V Uber A



Umformung in KNF: Beispiel

Gegeben:
P+ (QVR)



Umformung in KNF: Beispiel

Gegeben:
P+ (QVR)

1. Elimination von <

(P—=(QVR)AN((QRVR)— P)



Umformung in KNF: Beispiel

Gegeben:
P+ (QVR)

1. Elimination von <

(P—=(QVR)AN((QRVR)— P)

2. Elimination von —

(-PVQORVR)A(-(QV R)VP)
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Umformung in KNF: Beispiel

Gegeben:

P+ (QVR)

1. Elimination von <

(P—=(QVR)AN((QRVR)— P)

2. Elimination von —

3.

(-PVQORVR)A(-(QV R)VP)
“Nach innen schieben” von —

(-PVQRVR)A((mQA—-R)V P)

(NNF)
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Umformung in KNF: Beispiel

Gegeben:

P+ (QVR)

1. Elimination von <

(P> (QVR)Y)AN((QVR)— P)

2. Elimination von —

3.

4.

(-PVQRVR)A(-(QV R)VP)
“Nach innen schieben” von —
(—|P\/Q\/R)/\((—|Q/\—|R)\/P)

“Nach innen schieben” von Vv

(-PVQRVR)A(—QV P)AN(—RV P)

(NNF)
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Umformung in DNF

Vier Schritte:

1. Elimination von <

Verwende A<+ B=(A— B)A (B — A)

2. Elimination von —

Verwende A — B = (-AV B)

3. “Nach innen schieben” von —

Verwende de Morgans Regeln und -——A = A

4. “Nach innen schieben” von A

Verwende Distributivitat von A Uber V

(NNF)
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Umformung in DNF: Beispiel

Gegeben:

P+ (QVR)

1. Negationsnormalform (NNF) (s. Seite 11):

2.

(-PVQRVR)A((mQAN—-R)V P)

“Nach innen schieben” von A
(=PA(mQA=-R)VP)O)V((QA((mQA=-R)VP)V(RA((—-QA-R)VP))
(-PA-QA-R)V(-PAP) V (QA=-QA-R)V(QAP) V
(RA=QAN—-R)V (RAP)

(=PA=QA-R)YV(=PAP) V ((QA=-Q)A=R)V (QAP) V

Ve Ve

=1 =1
(RN —-R)A=Q)V (RAP)

Ve

=1
(—lP/\—lQ/\—lR)\/(Q/\P)\/(R/\P)
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Beispiel zur exponentiellen Lange der KNF

Gegeben:
A, = (P11 YA\ P12) VeV (Pnl YA\ Pnz)
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Beispiel zur exponentiellen Lange der KNF

Gegeben:
A, = (P11 YA\ P12) VeV (Pnl YA\ Pnz)

Zu A, aquivalente KNF

/\ (Prray V-V Pphem))
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Beispiel zur exponentiellen Lange der KNF

A, = (P11 YA\ P12) VeV (Pnl YA\ Pnz)

P11 AP1o Lange: 2 = 21

Gegeben:
n=1:A; =
n=2:A

= (P11AP12)V(P21AP2)
= ((Pll/\Plz)\/le)/\((Pll/\P12)\/P22)
= (P11VP21)A(P12V P21 )A(P11V Po)A(P12VPap) Lange: 2 -2 = 22
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Beispiel zur exponentiellen Lange der KNF

Gegeben:
n=1:A;
n=2:A
n=3:A;

A, = (P11 YA\ P12) VeV (Pnl YA\ Pnz)

P11 AP

(P1iAP12)V(P21AP23)
((P1iAP12)V P21 )A((P11AP12)V P22)

(P11V P21 )A(P12V P )A(P11V P2 )A(P12V P22)
$P11/\P12)\/(P21AP222V(P31/\P32)

((P11\/leﬁg\(Plz\/le)/\(PnVP22)/\(P12\/P22))\/(P31/\P32)

KNF(Ay)

Linge: 2 = 21

Linge: 2 - 2 = 22
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Beispiel zur exponentiellen Lange der KNF

Gegeben:
n=1:A;
n=2:A
n=3:A;

A, = (P11 YA\ P12) VeV (Pnl YA\ Pnz)

P11 A\ P> Lange: 2 = D!
(P1iAP12)V(P21AP23)

((P1iAP12)V P21 )A((P11AP12)V P22)

(P11V Pa1) A(P12V P21 )A(P11V Pa ) A(P12V P2y) Linge: 2 - 2 = 2°

(P11 AP12)V (P21 APx)V (P31 APs33)

((P11\/leﬁg\(Plz\/le)/\(PnVP22)/\(P12\/P22))\/(P31/\P32)

KNF(Ay)
(((P11\/P21)/\(P12\/P21)/\(P11\/PQQ)/\(P12VP22))\/P31)/\
(((P11VP21)A(P12V P21)A(P11V P2 )A(P12V P22))V P33)
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Beispiel zur exponentiellen Lange der KNF

Gegeben:
A, = (P11 YA\ P12) VeV (Pnl YA\ Pnz)
n=1:A; = Pi1APp Lange: ot
n=2:Ay= (P11AP12)V (P21 AP)
= ((P11/AP12)VP)A((P11AP12)V P23)
= (P11V P21 )A(P12V P )A(P11V Py A(P1aV Pay) Linge: 2°
n=3:A3 = SPH/\Plz)\/(le/\szzv(Pgl/\ng)

((P11\/leﬁ%(Plz\/le)/\(Pn\/P22)/\(P12\/P22))\/(P31/\P32)

Ve

KNF(As)
(((P11V P21)A(P12V P21 )A(P11V P2 )A(P12V P )V P31 ) A
(((P11V P21 )A(P12V P21 )A(P11V P22 )A(P12V P22) )V P32)
(((P11V P21V P31)A(P12V P21V P31))A(P11V P2V P31 )A(P12V PV P31 ) A
(((P11V P21V P32)A(P12V Po1V P32 )A(P11V PV P3p )A(P1oV PasV P3y) Lange: 23
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Beispiel zur exponentiellen Lange der KNF

Gegeben:
A, = (P11 VAN P12) V.oV (Pnl VAN Pn2)

Zu A, aquivalente KNF

/\ (Prray V-V Phem)

GroBe der KNF:
e Klausel in KNF von A,: 2"
Beweis: Induktion
Sei f(n) die Anzahl der Klausel in KNF fiir A,.
f(1) =2
f(n+ 1) = 2f(n)
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Beispiel zur exponentiellen Lange der KNF

Gegeben: A, = (P11 A P12) V-V (Pn1 A Pp2)
e Klausel in KNF von A,: 2"

Beweis durch Induktion
Induktionsbasis: n =1 : A; in KNF, 21 Klausel.
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Beispiel zur exponentiellen Lange der KNF

Gegeben: A, = (P11 A P12) V-V (Pn1 A Pp2)
e Klausel in KNF von A,: 2"

Beweis durch Induktion

Induktionsvoraussetzung: KNF von A, hat 2" Klausel
KNF(A,) =G A---NCon, C = (L’1 V.-V Lf,l_) Klausel

Induktionsschritt: Zu zeigen: KNF von A,11 hat 2n+1 Klausel

(P11 A P12) Voo - V(Pp1 A Pr2) V (Piniay1 A Ping) 2)
(P11 A Pr2) V- - -V (Pp1 A Pn2)) V (Pingay1 A Play)2)

Ve

An—|—1

An
(Cl VANRICIERVAN C2n) V (P(n—l—l),l N\ P(n+1),2)
KNF(An)
((Cl VANEIRIERVAN C2n) V P(n—l—l),l) AN ((Cl VANEICIRIVAN C2n) V P(n—l—l),2)
(G V Py i) A A(Gn V Py 1) A (G Y Plagny2) A A(Gn V Py 2)
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Beispiel zur exponentiellen Lange der KNF

Gegeben: A, = (P11 A\ P12) V.V (Pnl YA\ Pnz)
e Klausel in KNF von A,: 2"

Beweis durch Induktion

Induktionsvoraussetzung: KNF von A, hat 2" Klausel
KNF(An) = CL A~ NG, G = (L} V---V L) Klausel

Induktionsschritt: Zu zeigen: KNF von A,11 hat 2n+1 Klausel

(P11 A Pi2) V- -V (Pp1 A Pr2) V (Pipiay1 A Ping) 2)
(P11 A P2) V- V(Pn A Pp2)) V (Pias1y1 A Piat) 2)

Ve

An+1

An
(G A AGn) V (Pigny1 A Pingry2)
KNF(An)
((C1 VANRICIEIVAN C2n) V P(n—I—l),l) N ((C1 VANRICIERVAN C2n) V P(n+1),2)
(G V Porsy) Ao A(Gn V Py 1) NG Y Py 2) A= A(Gn V Pagry2)

Ve Ve

2n 2n
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KNF: Mengenschreibweise

Notation:
Klausel als Menge von Literalen

Formel in KNF als Menge von Klauseln

25



KNF: Mengenschreibweise

Notation:
Klausel als Menge von Literalen

Formel in KNF als Menge von Klauseln

Beispiel:

(PVQRVRIANPVRV - RYAN(-PVQRVR)AN(-PV-QVR)

{ {P.Q. R}, {P,Q R}, {=P,Q R}, {-P.2Q. R} }
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KNF: Mengenschreibweise

Bedeutung der leeren Menge

o Leere Klausel
— leere Menge von Literalen

— leere Disjunktion

= 1
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KNF: Mengenschreibweise

Bedeutung der leeren Menge

o Leere Klausel
— leere Menge von Literalen

— leere Disjunktion

= 1

e Leere Menge von Klausels

— leere Konjunktion

=T
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Vereinfachung der KNF: Subsumption

Theorem (Subsumption Regel)
Enthilt eine KNF-Formel (= Klauselmenge) Klauseln K, K/ mit

K C K’

dann entsteht eine dquivalente Formel, wenn K’ weggelassen wird.
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Vereinfachung der KNF: Subsumption

( )

Theorem (Subsumption Regel)

Enthilt eine KNF-Formel (= Klauselmenge) Klauseln K, K/ mit
K C K’

dann entsteht eine dquivalente Formel, wenn K’ weggelassen wird.
\ J
Beweis:
K={Li,....,Lp} C{Ls,...,.Lp, Lpt1,....Lm} = K’
F enthilt K A K’

KAK' = (LiVv---VL)AN(L1V--- VL)V LIpr1V...Ln)

= (Liv---VL)=K (Absorption]
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Das SAT-Problem (Erfiillbarkeitsproblem)

Definition: SAT-Problem
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Das SAT-Problem (Erfiillbarkeitsproblem)

Definition: SAT-Problem

Gegeben:  Eine aussagenlogische Formel F

Frage: Ist F erfiillbar?

32



Das SAT-Problem (Erfiillbarkeitsproblem)

Definition: SAT-Problem

Gegeben:  Eine aussagenlogische Formel F

Frage: Ist F erfiillbar?

NB: F allgemeingiiltig gdw.

—F nicht erfillbar
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Das SAT-Problem (Erfiillbarkeitsproblem)

[ Erfiillbarkeitsproblem fiir DNF Formeln
Sei F = \/"_, (A", L;) in DNF
F unerfiillbar  gdw. (AL, Lj) unerfiillbar fiir alle i =1,...,n

gdw. (AL, Lj) enthdlt zwei komplementare Literale fiir alle i

J

Beispiele:

(PA—=Q)V(PANQA-RAN=-Q) erfiillbar

N N

erfillbar unerfillbar
(PA=QAN—-P)V(PAQA-RA=Q) unerfiillbar
unerfiillbar unerfillbar
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Das SAT-Problem (Erfiillbarkeitsproblem)

rErﬁ'jllbarkeitsproblem fiir DNF Formeln
Sei F = \/7:1(/\]’":1 Lij) in DNF
F unerfillbar  gdw. (AL, Lj) unerfiillbar fiir alle i = 1,...,n

gdw. (AL, Ljj) enthdlt zwei komplementare Literale fiir alle i

\ y

Allgemeingiiltigkeit fiir KNF Formeln

=1
komplementare Literale enthalt.

F=A! (\/Jm:1 Lij) in KNF ist allgemeingiiltig gdw. jede Disjunktion \/Jm:1 Lij zwei

Beispiele:

(PV -Q) APV QV RV —Q) keine Tautologie (nicht allgemeingiiltig)

erfiillbar (keine Tautologie) Tautologie
(PV-QV-P)A(PV QV -RV —-Q)  Tautologie (allgemeingiiltig)

Tautologie Tautologie



Das SAT-Problem (Erfiillbarkeitsproblem)

Definition: SAT-Problem

Gegeben:  Eine aussagenlogische Formel F

Frage: Ist F erfiillbar?

Theorem (ohne Beweis)
SAT ist ein NP-vollstandiges Problem
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NP

Zur Erinnerung:

e P ist die Klasse aller Probleme, die in polynomieller Zeit entscheidbar
sind.
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NP

Zur Erinnerung:

e P ist die Klasse aller Probleme, die in polynomieller Zeit entscheidbar

sind.

e NP ist die Klasse aller Probleme, die nichtdeterministisch in
polynomieller Zeit entscheidbar sind.
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NP

Zur Erinnerung:

e P ist die Klasse aller Probleme, die in polynomieller Zeit entscheidbar
sind.

e NP ist die Klasse aller Probleme, die nichtdeterministisch in
polynomieller Zeit entscheidbar sind.

Ein Entscheidungsproblem ist genau dann in NP, wenn eine gegebene
Losung fiir das entsprechende Suchproblem in Polynomialzeit iiberpriift
werden kann.
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NP

Zur Erinnerung:

e P ist die Klasse aller Probleme, die in polynomieller Zeit entscheidbar
sind.

e NP ist die Klasse aller Probleme, die nichtdeterministisch in
polynomieller Zeit entscheidbar sind.

Ein Entscheidungsproblem ist genau dann in NP, wenn eine gegebene
Losung fiir das entsprechende Suchproblem in Polynomialzeit liberpriift
werden kann.

SAT ist in NP:
e Rate eine “Lésung” (Interpretation A mit A(F) =1)
e Uberpriife, ob A wirklich eine “Lésung” ist (i.e. ob A(F) =1)

kann in Polynomialzeit iiberpriift werden
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N P-Vollstandigkeit

Zur Erinnerung:
“SAT ist NP-vollstandig” heiBt:

e SAT ist nichtdeterministisch in polynomieller Zeit entscheidbar
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N P-Vollstandigkeit

Zur Erinnerung:
“SAT ist NP-vollstandig” heiBt:
e SAT ist nichtdeterministisch in polynomieller Zeit entscheidbar

e Jedes nichtdeterministisch in polynomieller Zeit entscheidbare Problem
kann in polynomieller Zeit auf SAT reduziert werden
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N P-Vollstandigkeit

Zur Erinnerung:
“SAT ist NP-vollstandig” heiBt:
e SAT ist nichtdeterministisch in polynomieller Zeit entscheidbar

e Jedes nichtdeterministisch in polynomieller Zeit entscheidbare Problem
kann in polynomieller Zeit auf SAT reduziert werden

e Wenn es stimmt, dass NP # P, dann ist SAT nicht in polynomieller
Zeit entscheidbar
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Teilklassen des Erfiillbarkeitsproblems

Definition:
k-KNF Formel: KNF-Formeln, deren Klauseln hochstens k Literale haben

Beispiele:

PA-Q 1-KNF
PA(=PV Q)AN(RV Q) 2-KNF
(PVQR)AN(PV-QVR) 3-KNF

Alternative Definition (nicht allgemeiner):
k-KNF Formel: KNF-Formeln, deren Klauseln genau k Literale haben

Beispiele:

PA—-Q 1-KNF
(PVP)AN(—PV Q)A(RV —Q) 2-KNF
(PVPVQ)APV-QVR) 3-KNF
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Teilklassen des Erfiillbarkeitsproblems

Definition:

k-KNF Formel: KNF-Formeln, deren Klauseln hochstens k Literale haben

Theorem

e Erfiillbarkeit fiir Formeln in KNF: NP-vollsténdig (ohne Beweis)
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Teilklassen des Erfiillbarkeitsproblems

Definition:

k-KNF Formel: KNF-Formeln, deren Klauseln hochstens k Literale haben

Theorem
e Erfiillbarkeit fiir Formeln in KNF: NP-vollsténdig (ohne Beweis)
e Erfiillbarkeit fiir Formeln in 3-KNF: NP-vollstindig (Beweisidee)
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3-SAT

Theorem
Erfiillbarkeit fiir Formeln in 3-KNF (3-SAT) ist NP-vollsténdig

Bewelis

e 3-SAT ist ein Spezialfall von SAT und deshalb wie SAT in NP.

e Um zu zeigen, dass 3-SAT ebenfalls NP-vollstandig ist, miissen wir

zeigen, dass jedes SAT Problem in polynomieller Zeit auf das 3-SAT
Problem reduzierbar ist.
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3-SAT

Theorem
Erfiillbarkeit fiir Formeln in 3-KNF (3-SAT) ist NP-vollsténdig

Beweis (Teil 2)

Wir zeigen, dass jedes SAT Problem in polynomieller Zeit auf das 3-SAT
Problem reduzierbar ist.

Gegeben sei eine Formel F in KNF. Wir transformieren F in eine Formel F’
in 3-KNF, so dass:

F ist erfiillbar gdw. F’ ist erfiillbar.

Eine k-Klausel sei eine Klausel mit k Literalen.

Aus einer 1- bzw 2-Klausel kénnen wir leicht eine dquivalente 3-Klausel
machen, indem wir ein Literal wiederholen.

Was machen wir mit k-Klauseln fiir kK > 37
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3-SAT

Theorem
Erfiillbarkeit fiir Formeln in 3-KNF (3-SAT) ist NP-vollsténdig

Beweis (Teil 3)

Sei C beispielsweise eine 4-Klausel der Form
C=LiVLIVL3VL,.
In einer Klauseltransformation ersetzen wir C durch die Teilformel
Co=(Li1VLVH)AN(HVL3V L),

wobei H eine zusatzlich eingefiihrte Hilfsvariable bezeichnet.
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Beispiel

C=PV-QV-RVS — (PV-QVH)A(=HV=RVYS).
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3-SAT

Theorem
Erfiillbarkeit fiir Formeln in 3-KNF (3-SAT) ist NP-vollsténdig

Beweis (Teil 3)

Sei C beispielsweise eine 4-Klausel der Form
C=LiVLIVL3VL,.
In einer Klauseltransformation ersetzen wir C durch die Teilformel
Co=(Li1VLVH)AN(HVL3V L),

wobei H eine zusatzlich eingefiihrte Hilfsvariable bezeichnet.
F’ sei aus F entstanden durch Ersetzung von C durch (.

zu zeigen: F’/ erfiillbar gdw. F erfiillbar
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3-SAT

Theorem
Erfiillbarkeit fiir Formeln in 3-KNF (3-SAT) ist NP-vollsténdig

Beweis (Teil 4)

C=LiVILVL3V L COZ(L1VL2VH)/\(—IHVL3\/L4),
F’ sei aus F entstanden durch Ersetzung von C durch (.
zu zeigen: F’ erfiillbar gdw. F erfiillbar

ll¢
Sei A eine erfiillende Belegung fiir F. A weist mindestens einem Literal aus C den
Wert 1 zu. Wir unterscheiden zwei Fille:

1) Falls Ly oder L, den Wert 1 haben, so ist F’ fiir A(H) = 0 erfiillt.
2) Falls L3 oder Ly den Wert 1 haben, so ist F’ fiir A(H) = 1 erfiillt.

Also ist F/ in beiden Fillen erfiillbar.
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3-SAT

Theorem
Erfiillbarkeit fiir Formeln in 3-KNF (3-SAT) ist NP-vollsténdig

Beweis (Teil 5)

C=LiVILVL3V L COZ(L1VL2VH)/\(—IHVL3\/L4),
F’ sei aus F entstanden durch Ersetzung von C durch (.
zu zeigen: F’ erfiillbar gdw. F erfiillbar

“j”
Sei A eine erfiillende Belegung fiir F’. Wir unterscheiden zwei Fille:

1) Falls A(H) =0, so muss A(L;) = 1 oder A(Ly) = 1.
2) Falls A(H) =1, so muss A(L3) =1 oder A(Ls) =1

In beiden Fallen erfiillt A somit auch C, i.e. auch F.
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Allgemeiner Fall: nachste Vorlesung

53-1



