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Organisatorisches

Heute ist der letzte Tag, an dem Sie |lhre Abgabegruppen organisieren

konnen.

Am Morgen des 18. erhalten Sie eine E-Mail in der lhre Abgabegruppe
und lhre Rechte fiir das svn bestatigt werden.

Jeder, der noch keine Rechnerkennung hat, soll sich unverziiglich per

E-Mail an mir wenden.

Jeder sollte in Klips sowohl zur Vorlesung als auch zu mindestens einer

Ubung angemeldet sein.



Letzte Vorlesung

1

. Grundlegende Beweisstrategien
Direkter Bewels

Beweis durch Kontraposition:

Um zu beweisen, dass A — B, zeige dass =B — —A.

Beweis durch Widerspruch:

Um zu beweisen, dass A — B, zeige dass A A =B — falsch

Aquivalenzbeweis
Um zu beweisen dass (A < B) (A genau dann, wenn B)

Beweise dass A — B und dass B — A.

Beweis durch Fallunterscheidung
Um B zu beweisen, beweise dass A; — B,...,A, — B,

wobei A; V - - -V A, = wahr



Letzte Vorlesung

Grundlegende Beweisstrategien

Aussagen mit Quantoren:

o Vx € U: A(x)

Wahle a beliebig aus U.
Beweise A(a).
Da a beliebig gewahlt werden kann, folgt Vx € U : A(x)

e dx € U : A(x)

Sei a ein geeignetes Element aus U.
Beweise, dass A(a).

Damit folgt Ix € U : A(x).

e Ahnlich fiir Vx € U dy € U : A(x,y)



Letzte Vorlesung

e Induktion uber die naturlichen Zahlen N

(1)
(2)

(3)

Induktionsbasis:

Induktionsvoraussetzung:

Induktionsschluss:

Beweise p(0)

Fiir ein beliebig gewahltes
n € N gilt p(n)

Folgere p(n + 1) aus der

Induktionsvoraussetzung p(n)



Letzte Vorlesung

e Induktion iiber die natiirlichen Zahlen N

(1)
(2)

(3)

Induktionsbasis:

Induktionsschluss:

Induktionsvoraussetzung:

Beweise p(0)

Fiir ein beliebig gewahltes
n € N gilt p(n)

Folgere p(n + 1) aus der

Induktionsvoraussetzung p(n)

éﬁtuﬂe den ersten Stein um und sorge dafiir, dass der n-te Stein auch den {n+1)-ten Stein umwirft (n < N}
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Letzte Vorlesung

e Induktion uiber die naturlichen Zahlen N

e Verallgemeinerte vollstandige Induktion

Gelten die beiden Aussagen:

p(0)  und
Vne N:p(O)Ap(l)A---Ap(n)— p(n+1)
dann gilt die Aussage Vn € N : p(n).

Induktionsvoraussetzung:  Fiir ein beliebig gewahltes
n €N, gilt p(k) fiir alle k < n

Induktionsschluss: Folgere p(n) aus der Induktionsvoraussetzung



Strukturelle Induktion

Bei der vollstindigen Induktion werden Eigenschaften der natiirlichen
Zahlen bewiesen.

Bei der strukturellen Induktion werden Eigenschaften fiir Mengen bewiesen,
deren Elemente aus Grundelementen durch eine endliche Anzahl von
Konstruktionsschritten (unter Verwendung bereits konstruierter Elemente)
bzw. mittels eines Erzeugungssystems entstehen.



Induktive Definitionen

Induktive Definition von Mengen:

Induktive Definition einer Menge M aus einer Basismenge B mit
“Konstruktoren™ in 2.

(Konstruktoren sind Funktionssymbole; fiir f € ¥, a(f) € N ist die
Stelligkeit von f.)

7

Basismenge: B

Erzeugungsregel:  Wenn f € X mit Stelligkeit n und

el,...,en € M, dann gilt f(e1,...,en) € M.

M ist die kleinste Menge,
e die die Basismenge B enthalt,

e mit der Eigenschaft, dass fiir alle f € X mit Stelligkeit n und alle
e1,...,en € M: f(e1,...,€en) € M.



Induktive Definitionen: Beispiele

(1) Menge N aller natiirlichen Zahlen

Basismenge: 0

Erzeugungsregel: Wenn n € N, danngilt n+1 & N

7~

N ist die kleinste aller Mengen A mit folgenden Eigenschaften:
(1) A enthilt 0O;
(2) fiir alle Elemente n, falls n € Ason+1 € A.

\

Das bedeutet, dass:

(1) 0 eN

(2) Fallsne Nson+1 € N.

(3) Fir jede Menge A mit Eigenschaften (1) und (2) gilt: N C A.
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Induktive Definitionen: Beispiele

(2) Menge ™ aller Wérter iiber ein Alphabet

Basismenge: Das leere Wort € € ©~*
Erzeugungsregel: Wenn w € X* und a € X,
dann gilt wa € X~

> * ist die kleinste aller Mengen A mit folgenden Eigenschaften:
(1) A enthilt das leere Wort €
(2) fiir alle Elemente w, falls w € Aund a € ¥, so wa € A.

\

Das bedeutet, dass:
(1) eeX”
(2) Fallsw € ¥* und a € X sowa € ©*.

(3) Fiir jede Menge A mit Eigenschaften (1) und (2) gilt: ¥* C A.
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Induktive Definitionen: Beispiele

(3) Bin : die Menge aller (vollstandigen) bindren Baume

Basismenge: o Baum mit nur einem Knoten.
Erzeugungsregel: Wenn B;j, B> € Bin, dann ist auch
Tree(Bs, By) € Bin.

Tree(B,, B)

Beispiele:

5 C{O\o: Tree(O, O) (XZ@\) = Tree( O, &) é{j}g:ﬂee( & &)
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Induktive Definitionen: Beispiele

(3) Bin : die Menge aller (vollstandigen) bindren Baume

Basismenge: o Baum mit nur einem Knoten.
Erzeugungsregel: Wenn B;j, B> € Bin, dann ist auch
Tree(Bs, By) € Bin.

Bin ist die kleinste aller Mengen A mit folgenden Eigenschaften:

(1) A enthilt der Baum mit nur einem Knoten o.

(2) fiir alle Elemente By, By, falls B1, B, € A so Tree(B1, By) € A.

\

Das bedeutet, dass:
(1) o € Bin
(2) Falls By, B, € Bin so Tree(By, By) € Bin.

(3) Fir jede Menge A mit Eigenschaften (1) und (2) gilt: Bin C A.
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Induktive Definitionen: Beispiele

(4) Menge aller aussagenlogischen Formeln

Basismenge:

Erzeugungsregel:

L (falsch), T (wahr), Py, P1, P, ... sind
aussagenlogische Formeln (atomare Formeln)
Wenn Fi, F» aussagenlogische Formeln sind,
dann sind auch =Fy, FF N F>, F1 V F>,

Fr — F», F1 <+ F, aussagenlogische Formeln
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Induktive Definitionen

Induktive Definition von Mengen:

Induktive Definition einer Menge M aus einer Basismenge B mit Operationssymbole
(“Konstruktoren”) ¥ (wobei a(f) Stelligkeit von f fiir f € X).

Basismenge: B
Erzeugungsregel: Wenn f € X mit Stelligkeit n und
e1,...,en € M, dann gilt f(e1,...,e,) € M.

' M ist die kleinste aller Mengen A mit folgenden Eigenschaften:
(1) A enthilt die Basismenge B

(2) fiir alle Elemente e1,...,e, € A, und alle f € ¥ (mit Stelligkeit n), ist auch
f(er,...,en) in A

L v,

Dass bedeutet, dass:

(1) BC M

(2) Fallsey,...,ep € Mund f € ¥ (mit Stelligkeit n), so f(e1,...,e,) € M.
(3) Fiir jede Menge A mit Eigenschaften (1) und (2) gilt: M C A.
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Strukturelle Induktion

Sei M die kleinste Menge mit folgenden Eigenschaften:
e M enthilt die Basismenge B,

o fiir alle f € ¥ mit Stelligkeit nund alle e1,...,e, € M: f(e1,...,e,) € M.

Zu zeigen: Vx € M : P(x)

(1) Induktionsbasis: Beweise, dass fiir alle b € B, P(b) gilt.

(2) Seiee M, e € B.
Dann e =f(e1,...,€,), mitf € X und ey,...,e, € M.

Induktionsvoraussetzung: Wir nehmen an, dass P(e;), ..., P(e,) gelten.

Induktionsschluss: Folgere, dass P(e) gilt.
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Strukturelle Induktion

r N
Satz. Falls:
(1) bewiesen werden kann, dass fiir alle b € B, P(b) gilt. (Induktionsbasis)
(2) fallse="f(e,...,en) mitf eXx
unter der Annahme dass P(e;), ..., P(en) gelten  (Induktionsvoraussetzung)
wir beweisen kdnnen, dass auch P(e) gilt (Induktionsschritt)

Dann gilt P(m) fiir alle m € M.
\ J

Beweis: Sei A = {e | P(e) wahr }.

(1) Da bewiesen werden kann, dass fiir alle b € B, P(b) gilt, wissen wir, dass A die
Basismenge B enthilt.

(2) Da wir, aus der Annahme dass P(e1), ..., P(e,) wahr sind, beweisen kdnnen,
dass auch P(e) wahr ist, wissen wir, dass
falls e;,..., e, € A, und f € & (mit Stelligkeit n), so f(e1, ..., e,) in A.

Da M die kleinste aller Mengen mit Eigenschaften (1) und (2) ist, folgt, dass
MC A= {e| P(e) wahr }, d.h. Vm & M, P(m) wabhr.




Beispiel

2" : die Menge aller Worter iiber ein Alphabet X

Basismenge: Das leere Wort ¢ € ¥
Erzeugungsregel: Wenn w € 2* und a € X,
dann gilt wa € L.*

Sei die Umkehrung (Reverse) eines Wortes wie folgt definiert:

rev(e) = €

rev(wa) = a rev(w) mit w € ¥* und a € L.
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Beispiel

Zu zeigen: Vwy, wo € X, rev(wiws) = rev(ws)rev(wi)

Sei wi € X*, beliebig.

Zu zeigen: Ywy € %, p(wp) wobei: p(wp) @ rev(wywy) = rev(ws)rev(w)

Induktion uber die Struktur von ws.
(1) Induktionsbasis: Wir zeigen, dass die Eigenschaft gilt fiir wo = ¢
(d.h. dass  P(e) : rev(wie) = rev(€e)rev(wy)  wabhr ist).

Beweis: rev(wie) = rev(wy) = erev(wy) = rev(e)rev(wy).
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Beispiel

Zu zeigen: Vwi, wo € X, rev(wiwy) = rev(ws)rev(wy)

Sei wi € X*, beliebig.

Zu zeigen: YVwy € X, p(wp) wobei: p(wp) :  rev(wiws) = rev(ws)rev(wy)

(2) Sei wr € X%, wp # €. Dann wy = wa.

Induktionsvoraussetzung: Wir nehmen an, dass p(w) gilt,
d.h. dass rev(wiw) = rev(w)rev(wi).

Induktionsschluss: Wir beweisen, dass dann p(w») gilt.

rev(wiwa) = rev(wi(wa)) = rev((wiw)a) = a rev(wiw) (Definition von rev)
= arev(w)rev(wy) (Induktionsvoraussetzung)
= (arev(w))rev(w;) = rev(wa)rev(w;) (Definition von rev)
= rev(wy)rev(w;)
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Beispiel 2

Bin : Menge allen (vollstandigen) bindren Bidume

Basismenge: o Baum mit nur einem Knoten.

Erzeugungsregel: ~ Wenn B, Bo € Bin, dann ist auch
Tree(Bi, B2) € Bin.

Tree(B,, B)
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Beispiel 2

Behauptung:
Fiir alle B € Bin, falls B n Blatter hat, so besitzt B genau n — 1 innere Knoten.

P(B): Falls B n > 1 Blitter hat,

dann besitzt B genau n — 1 innere Knoten.

(1) Induktionsbasis: Wir zeigen, dass P(B) gilt wenn B nur aus einem Knoten o
besteht.

Beweis: Sei B Baum, der nur aus einem Knoten besteht.
Dann besteht T nur aus einem Blatt, und B hat keinen inneren Knoten. d.h.

P(B) gilt.
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Beispiel 2 ... ctd.

(2) Sei B € Bin, B nicht in der Basismenge, d.h. B = Tree(B1, B»).
Induktionsvoraussetzung: Wir nehmen an, dass P(B1), P(Bz) gelten.

Induktionsschluss: Wir beweisen, dass P(B) gilt.

Beweis: Sei B = Tree(B1, B>). Dann gilt:
® n = ni + no, wobei n, ni, no Anzahl der Blatter von B, B; bzw. B> sind.

e mit m, my, my als Anzahl innerer Knoten von B, By bzw. B>:
m = 14+ mi+m nach Definition von B = Tree(B, B>)
= 14 (n —1)+4+ (n2 — 1) nach Induktionsvoraussetzung
= (m+m)—1=n-—1

Somit ist es bewiesen, dass VB € Bin, P(B) gilt.
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Zusammenfassung

Grundlegende Beweisstrategien
Induktion iiber die natiirlichen Zahlen
Fehlerquellen

Strukturelle Induktion

24



