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Pradikatenlogik

Syntax

1. Logische Symbole:
1.1: Wie in der Aussagenlogik: T, L; —; V, A, —, <
1.2: Quantoren: V, 3.

2. Nichtlogische Symbole: Signatur ¥ = (€2, ),
2.1: Q Menge von Funktionssymbolen. Notation: f/n: f hat Stelligkeit n > 0,
2.2: 1 Menge von Pradikatensymbolen. Notation: p/m: p hat Stelligkeit m > 0.
(Das Gleichheitspradikat ~ kann (muss aber nicht) enthalten sein.)

Funktionsssymbole mit Stelligkeit n = 0 heiBen Konstante
Pradikatensymbole mit Stelligkeit n = 0 heiBen Aussagenvariablen
3. Variablen: X vorgegebene Menge von abzahlbar unendlich vielen
Symbolen ist, die wir fiir (die Bezeichnung von) Variablen verwenden.
e Terme
e Formeln

e Substitutionen



Pradikatenlogik

Semantik:

e X -Strukturen

e Valuationen

e Wert eines Terms in A bzgl.

e Wahrheitswert einer Formel in A bzgl. 5
e Modelle, Giiltigkeit, Erfiillbarkeit

e Folgerung und Aquivalenz

e Wichtige Aquivalenzen



Strukturelle Induction

e fur Terme

e fiir Formeln in Pradikatenlogik



Strukturelle Induktion: Terme

fMenge Ty (X) der X-Terme:
Die kleinste Menge mit: e X C Ty (X)

Wenn e f €N,
e n ist die Stelligkeit von f
[ t]_,...,tn ~ TZ(X)

dann f(t,...,tn) € Tx(X)




Strukturelle Induktion: Terme

Y =(Q, M

Sei p(t) eine Eigenschaft der ¥-Terme in Pradikatenlogik
Behauptung: Fiir alle Terme t, p(t) gilt

Beweis durch strukturelle Induktion:

Induktionsbasis: Zu zeigen:
p(t) gilt fiir t € X und fiir alle Konstanten.

Sei t ein Term, (nicht Variable oder Konstante).
Induktionsvoraussetzung:
p(s) gilt fiir alle Teilterme s von t mit s # t

Induktionsschritt: Zu zeigen: p(t) gilt:

Fallunterschied iiber alle f € Q mit t = f(t1,..., tn).



Strukturelle Induktion: Formeln

Die
o
[ )

(Menge Fors der Formeln iiber 2_:

kleinste Menge, die
Alle atomaren Formeln enthalt,
T € Fory, L € Fory,

Wenn F, G € Fory, dann auch
-F,FANG,FV G F— G,F <+ G € Fory,

Wenn F € Fory und x € X, dann
VxF € Fory,dxF € Fory




Strukturelle Induktion: Formeln

Sei p(F) eine Eigenschaft der -Formeln in Pradikatenlogik
Behauptung: Fiir alle Formeln F, p(F) gilt
Beweis durch strukturelle Induktion:

Induktionsbasis: Zu zeigen:
p(F) gilt fir F € {T, L} und fiir alle atomaren Formeln.

Sei F eine Formel (nicht atomar oder T oder ).
Induktionsvoraussetzung:
p(G) gilt fiir alle Teilformeln G von F mit G # F

Induktionsschritt: Zu zeigen: p(F) gilt:

Fall1 F=-G Fall2 F =GV G
Fall3 F=Gi NG Fall 4 F =G — G
Fall5 F = G; < G Fall6 F =VxG

Fall 7 F =3xG



Substitutionen und Valuationen

Theorem (Substitutionslemma)
Fiir alle >-Strukturen A, Wertebelegungen 3, >-Formeln F,
Variablen x und Terme t gilt:

A, B = Flt/x] gdw. A, B[x— A(B)(t)] = F
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Substitutionen und Valuationen

Theorem (Substitutionslemma)
Fiir alle >-Strukturen A, Wertebelegungen 3, >-Formeln F,
Variablen x und Terme t gilt:

A, B = Flt/x] gdw. A, B[x— A(B)(t)] = F

Beweis: Strukturelle Induktion
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Substitutionen und Valuationen

Theorem (Substitutionslemma)
Fiir alle >-Strukturen A, Wertebelegungen 3, >-Formeln F,
Variablen x und Terme t gilt:

A, B E Fl[t/x] gdw. A B[x— A(B)(t)] = F

Beweis: Strukturelle Induktion

Plan: Wir benutzen folgendes Lemma:

Lemma: Fiir alle X-Strukturen A, Wertebelegungen S,
Variable x und Terme t;, t:

A(B)(ti[t/x]) = A(BIx — A(B)(1)])(t:)
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Substitutionen und Valuationen

Lemma: Fir alle 2-Strukturen A, Wertebelegungen S,
Variable x und Terme ¢t;, t:

A(B)(ti[t/x]) = A(B[x—A(B)()]) ()
Beweis Strukturelle Induktion
p(ti) AB)(ti[t/x]) = A(B[x—A(B)(1)])(ti)

Zu zeigen: Fiir alle Terme t;, p(t;) gilt.

1. Induktionsbasis: p(t;) gilt fiir t; € X und fiir t; = ¢ Konstante.

Fall 1: t; € X.
e Fall 1a: t; = x. Dann: t;[t/x] = t.
A(B)(ti[t/x]) = A(B)(t) = A(BIx—=A(B)(1)])(x) = A(B[x—A(B)(1)])(t).
e Fall la: t; = y, mit y # x. Dann: t;[t/x] =y
AB)(ti[t/x]) = A(B)(y) = A(BIx—=A(B)(t)])(y) = A(Bx—A(B)(1)])(#)-
Fall 2: t; = ¢, ¢/0 € Q (Konstante). Dann: ti[t/x] = ¢
AB)(ti[t/x]) = A(B)(c) = ca = A(B[x—=A(B)(1)])(c) = A(Bx—=A(B)(1)]) (%)
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Substitutionen und Valuationen

Lemma: Fiir alle 2-Strukturen A, Wertebelegungen £,
Variable x und Terme ¢t;, t:

A(B)(ti[t/x]) = A(BIx—A(B)(2)])(t:)

Beweis (ctd.)

2. Induktionsvoraussetzung: Sei t; Term (nicht Variable oder Konstante).

Annahme: p(s) gilt fiir alle Teilterme s von t; (mit s # t;)

3. Induktionsschritt:

A(B)(ti[t/x])

Zu zeigen: p(t;) gilt, wobei t; = f(sq1, .. ., Sn)-

AB)(f(s1, .- -, sn)[t/x]) =

A(B)(f(s1[t/x], .. ., sn[t/x]) = (Anw. Subst.)
fa(A(B)(silt/x]), - .-, A(B)(sn[t/x]))

fa(A(B[x — A(B)(1)])(s1), - . . A(B[x — A(B)(t)])(sn))
A(Bx — AB)(e))(f(s1, - - -, Sn))

A(B[x — A(B)(t)])(ti)
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Substitutionen und Valuationen

Theorem (Substitutionslemma)
Fiir alle >-Strukturen A, Wertebelegungen 3, >-Formeln F,
Variablen x und Terme t gilt:

A, B = Flt/x] gdw. A, B[x = A(B)(t)] = F
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Substitutionen und Valuationen

' Theorem (Substitutionslemma)
Fiir alle 2-Strukturen A, Wertebelegungen 3, >-Formeln F,
Variablen x und Terme t gilt:

A, B E Fl[t/x] gdw. A B[x = AB)(t)] = F

Beweis: Strukturelle Induktion

1. Induktionsbasis: Zu zeigen: Die Eigenschaft gilt fiir T, L und alle atomaren Formeln.
Fall 1: F =T Dann F[t/x] = T;
A(B)(Flt/x])=A(B)(T)=1=A(B[x—=A(B)(t))(T)=A(B[x—A(B)(t)])(F)
Fall 2: F = | Dann F[t/x] = 1;
A(B)(F[t/x])=A(B)(L)=0=A(B[x—A(8)(t)])(L)=A(B[x—=A(B)(t)])(F).
Fall 3: F = p(ty, ..., t,) mit p/n € M. Dann F[t/x] = p(t.[t/x], ..., th[t/x]).
A(B)(F[t/x])=A(B)(p(t[t/x], ... ta[t/x]))=1iff (A(B)(ts[t/x]), ... A(B)(ta[t/x]))EPA

A(Bx—=AB) (1)) (p(tr, -, tn))=1 iff (A(B[x—=A(B)(t)])(t1), ..., A(B[x—=A(B)(t)])(tn)) P
Lemma: A(B)(ti[t/x]) = A(B[x—A(B)(t)])(ti). Aquivalenz folgt daraus.
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Substitutionen und Valuationen

Theorem (Substitutionslemma)
Fiir alle 2-Strukturen A, Wertebelegungen 3, >-Formeln F,
Variablen x und Terme t gilt:

A, B E F[t/x] gdw. A B[x = AB)(t)] = F

Beweis: ctd.
2. Induktionsvoraussetzung: Sei F eine Formel (nicht atomar oder T oder L).
Annahme: p(G) gilt fiir alle Teilformeln G von F (mit G # F)

3. Induktionsschritt: Zu zeigen: p(F) gilt:

Fall 1: F = —G. Dann F[t/x] = —=(G[t/x]).
A(B)(F[t/x]) = A(B)(—(G[t/x]) = 1 iff A(B)(G[t/x]) = 0 iff (Ind.Voraus.)
A(BIx—=A(B)(1))(G)=0iff A(B[x—A(B)(t)])(—~G)=1iff A(B[x—A(5)(t)])(F)=1

Fall 2-5: F = GiopGy, op € {V, A, —,<>}. Dann F[t/x] = G1[t/x]opGa[t/X].

A(B)(F[t/x])=A(B)(G1[t/x]opGa[t/x])=A(B)(G1[t/x])opg A(B)(G2[t/x])= (I.V.)

A(B[XHA(B)(t)])(Gl)opBA(B[XHA(B)(t)])(G2)=A(/3[X'—>A(5)(t)])(&<:ffg)-
F
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Substitutionen und Valuationen

' Theorem (Substitutionslemma)
Fiir alle >-Strukturen A, Wertebelegungen 3, >-Formeln F,
Variablen x und Terme t gilt:

| ABEFIt/A gdw A Bl > AB)0)] E F
Fall 6: F = VyG.

Fall 6.1: y = x. Dann F[t/x] = VxG[t/x] = VxG.
A(B)(F[t/x])=A(B)(VxG)=min{ A(B[x — a])(G) | a € Ua}
A(B[x—A(B)(t))(VXG)=min{ A(B[x—A(B)(t)][x—a])(G) | a€ Ua} =

min{ A(B[x — a])(G) | a € Ux}.

Fall 6.2: y # x, t enthalt nicht y. Dann F[t/x] = VyG[t/x] = Vy(G[t/x]).
A(B)(F[t/x])=A(B)(Vy(G[t/x])=min{ A(B[y+a])(G[t/x])]acUa} = (Ind.Vor.)
min{ A(B[y+—ra, x— A(B[y+—a])(t))(G)|lacUa }=

min{ A(S[y—a, x—A(B)(t)])(G)|acUa} (y kommt in t nicht vor)
A(B[x—A(B)(t)])(VyG)= = min{ A(B[x—A(B)(t)][y—a])(G)|ac€U.a }=
min{ A(B[y — a, x—A(B)(t)])(G) = |acUa}.
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Substitutionen und Valuationen

' Theorem (Substitutionslemma)
Fiir alle 2-Strukturen A, Wertebelegungen 3, >-Formeln F,
Variablen x und Terme t gilt:

A, B E Fl[t/x] gdw. A B[x = AB)(t)] = F

Fall 6: F = VyG.
Fall 6.3: y # x, t enthilt y. Dann F[t/x] = Vy'G[y’ /y][t/x].
A(B)(F[t/x])=AB) Yy (Gly"/ylt/x])=

min{A(By"—a])(Gly"/yl[t/x])|a€Ua} = (Ind.Vor.)

= min{ A(Bly"—a, x—A(Bly"+a])(t))(Gly’ /y])|a€U.}= (Ind.Vor.)

= min{ A(B[y"—a, x—A(Bly’—a])(t), y—a])(G)|a€Ua} =

[Rem: A(B[y" —a, x—A(Bly"—a])(t)])(y") = 4]

= min{ A(B[x—A(B)(t), yra])(G)|acU4} (y’ kommt in t u. G nicht vor
A(B[x—A(B)(t))(VyG)=min{ A(B[x—A(B)(t)][y—a])(G)lacUa}=

=min{A(Bly — a, x—A(B)(t)])(G)lacUa}.
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Substitutionen und Valuationen

Theorem (Substitutionslemma)
Fiir alle 2-Strukturen A, Wertebelegungen 3, >-Formeln F,
Variablen x und Terme t gilt:

A, B = Flt/x] gdw. A, B[x = A(B)(t)] = F

Fall 7: F = 3dyG.
Ahnlich zu Fall 6.
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Substitutionen und Valuationen

Theorem (Substitutionslemma)
Fiir alle 2-Strukturen A, Wertebelegungen 3, X-Formeln F, Variablen x
und Terme t gilt:

A, B = F[t/x] gdw. A, B[x—A(B)(t)] = F

Allgemeiner gilt fiir beliebige Substitutionen o

-
Theorem.

A BEFo gdw. A, oo |EF,

wobei B oo : X — A die Wertebelegung mit 8 o o(x) = A(B)(x0o), fiir
|alle Variablen x.

J
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Substitutionen und Valuationen

Theorem (Substitutionslemma)
Fiir alle 2-Strukturen A, Wertebelegungen 3, ¥X-Formeln F, Variablen x
und Terme t gilt:

A, B = Fl[t/x] gdw. A, B[x—A(B)(t)] = F

Allgemeiner gilt fiir beliebige Substitutionen o

-
Theorem.

A BEFo gdw. A, oo |EF,

wobei Boo : X — A die Wertebelegung mit 8 o o(x) = A(B)(x0o), fiir
|alle Variablen x.

J

Beweis: o = [t1/x1, ... tn/Xxn]
Induktion nach Anzahl n von Variablen in dom(o) = {x1,...,xn}



Umbenennung von Variablen

[ Lemma

Fir alle 2-Formeln F, Variablen x gilt:
Vx F =VzF[z/x]

 wobei z eine neue Variable ist.
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Zusammenfassung: Syntax und Semantik

Pradikatenlogische Signatur

Term, Atom, Formel

Pradikatenlogisches Modell

Auswertung von Formeln in Modellen
Erfiillbarkeit, Giiltigkeit; Folgerung, Aquivalenz

Eigenschaften von Quantoren (Vertauschbarkeit untereinander und mit
A, V)

Substitutionslemma
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Algorithmische Probleme

Giiltigkeit(F):
=F 7 (X fest)

Erfiillbarkeit(F):
F erfiillbar? (X fest)

Modelltest(F,A):
A= F? (X fest)

25



Ausblick: Kalkule, Entscheidbarkeit

Kalkiile

Es gibt korrekte und vollstindige Kalkiile fiir Pradikatenlogik
(z.B. Resolution, Tableaux)
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Ausblick: Kalkule, Entscheidbarkeit

Kalkiile

Es gibt korrekte und vollstindige Kalkiile fiir Pradikatenlogik
(z.B. Resolution, Tableaux)

Aber diese Kalkiile konnen die Erfillbarkeit von Formeln NICHT entscheiden
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Ausblick: Kalkule, Entscheidbarkeit

Kalkiile

Es gibt korrekte und vollstandige Kalkiile fiir Pradikatenlogik
(z.B. Resolution, Tableaux)

Aber diese Kalkiile konnen die Erfiillbarkeit von Formeln NICHT entscheiden

Aussagenlogik
Allgemeingiiltigkeit, Erfiillbarkeit, Unerfiillbarkeit ENTSCHEIDBAR
Pradikatenlogik
e Es gibt ¥, so dass Gilltigkeit(F) unentscheidbar.
e Menge der allgemeingiiltigen Formeln REKURSIV AUFZAHLBAR
e Menge der unerfiillbaren Formeln REKURSIV AUFZAHLBAR
e Menge der erfiillbaren Formeln NICHT REKURSIV AUFZAHLBAR
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Rekursiv Aufzahlbar

Informelle Definition. Als rekursiv aufzihlbare Menge

(auch semi-entscheidbare Menge, positiv semi-entscheidbare Menge,
halb-entscheidbare Menge, berechenbar aufzdhlbare Menge, kurz r.e., c.e)

wird in der Berechenbarkeitstheorie eine aufzdhlbare Menge A (z.B. eine
Teilmenge von N) bezeichnet, wenn es einen Algorithmus gibt, der die

Elemente von A aufzihlt.

Aquivalent ist folgende Definition: es gibt einen Algorithmus, der 1 ausgibt
wenn die Eingabe in A ist, und auf anderen Eingaben 0 ausgibt oder nicht

halt.
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Zusammenfassung: Syntax und Semantik

Pradikatenlogische Signatur

Term, Atom, Formel

Pradikatenlogisches Modell

Auswertung von Formeln in Modellen
Erfiillbarkeit, Giiltigkeit; Folgerung, Aquivalenz

Eigenschaften von Quantoren (Vertauschbarkeit untereinander und mit
A, V)

Unentscheidbarkeit der Erfullbarkeit von Formeln
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Unser Ziel

Kalkiile zur systematischen Uberpriifung von Erfiillbarkeit

(fiir Formeln und/oder Formelmengen)
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Normalformen, Skolemisierung,
Herbrandmodelle

Vorteile von Normalformen
e Reduktion der logischen Konzepte

e cinfache Datenstrukturen fiir Beweisverfahren
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Negationsnormalform

Definition. Eine Formel F € Fory ist in Negationsnormalform (NNF), falls:
e —, < kommen in F nicht vor

e jedes Negationszeichen in F steht direkt vor einem Atom (insbes. auch
kein —|—|)
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Negationsnormalform

Definition. Eine Formel F € Fory ist in Negationsnormalform (NNF), falls:
e —, <+ kommen in F nicht vor

e jedes Negationszeichen in F steht direkt vor einem Atom (insbes. auch

kein —|—|)

Beispiele:

P, —-P, (mPVQ)A(RV(QA—-P))

p(x,y)V —q(y)

——P, —l(P\/ Q)

p(x,y) — q(x)
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Negationsnormalform

Definition. Eine Formel F € Fory ist in Negationsnormalform (NNF), falls:
e —, <+ kommen in F nicht vor

e jedes Negationszeichen in F steht direkt vor einem Atom (insbes. auch
kein —|—|)

Beispiele:

NNF:
P, —-P, (mPVQ)A(RV(QA—-P))
p(x,y) VvV —q(y)

nicht NNF:
—— P, —l(P V Q)

p(x,y) — q(x)
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Bereinigte Formeln

Definition. Eine Formel F € Fors ist bereinigt, falls:
e Keine Variable in F sowohl gebunden als auch frei vorkommt

e Keine Variable mehr als einmal in F quantifiziert ist
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Bereinigte Formeln

Definition. Eine Formel F € Fors ist bereinigt, falls:
e Keine Variable in F sowohl gebunden als auch frei vorkommt
e Keine Variable mehr als einmal in F quantifiziert ist
Beispiele:
Bereinigt
PV Q

Vx3y(p(x) V q(x,y) vV Iz r(x, z))
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Bereinigte Formeln

Definition. Eine Formel F € Fors ist bereinigt, falls:
e Keine Variable in F sowohl gebunden als auch frei vorkommt
e Keine Variable mehr als einmal in F quantifiziert ist
Beispiele:
Bereinigt
PV Q
Vx3y(p(x) V q(x,y) vV Iz r(x, z))
Nicht bereinigt
p(x) V Vx q(x)
(Vxp(x)) vV (Vx q(x))
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Pranexe Normalform

Definition: Pranexe Formeln sind von der Form

Q1x1...Qnxn F,

wobei F quantorenfrei, Q; € {V,3}. Hierbei heiBt Q1x;
Quantorenprafix und F die Matrix der Formel.

... Qnx, der
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Pranexe Normalform

Definition: Pranexe Formeln sind von der Form

Q1x1...Qnxn F,

wobei F quantorenfrei, Q; € {V,3}. Hierbei heiBt Q1x;
Quantorenprafix und F die Matrix der Formel.

Beispiele

In Pranexnormalform
p(x) V q(x)
Vx3y (p(x) V q(y))

Nicht in Pranexnormalform

(Vxp(x))V (Jy a(y))

... Qnx, der
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Pranexe Normalform

Welche Formeln sind in Pranexnormalform?

VxP(x) V VxQ(x)
VxVy=(P(x) = Q(y))
Vx3dyR(x, y)

R(x,y)
—VxR(x, y)
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Pranexe Normalform

Theorem. Zu jeder Formel F € Fory gibt es eine aquivalente Formel in

Pranexnormalform

Konstruktiver Beweis

(1) Formel in NNF transformieren
1. Elimination von <
2. Elimination von —

3. “Nach innen schieben” von —

— aussagenlogische Umformungen (de Morgans Regeln; ——A = A)
— aVxF(x) = Ax—F(x)
— —=3dxF(x) = Vx—F(x)

(2) Formel bereinigen

(3) Alle Quantoren nach vorne (Reihenfolge unverandert lassen)

42



Beispiel 1

F = VX((EIyR(X,y) A VyﬂS(X,Y)) — _'(HYR(XvY) A P))
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Beispiel 1

F = Vx((EIyR(X,y) A VyﬂS(X,Y)) — _'(HYR(XvY) A P))
(1) NNF

1.1. Elimination von —

Vx <ﬁ(3yR(X, y) AVy=5(x,y)) V = (FyR(x, y) A P))
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Beispiel 1

F = Vx((EIyR(X,y) A Vy—'S(X,Y)) — _'(HYR(XvY) A P))

(1) NNF

1.1. Elimination von —
Vx <—|(EIyR(X, y) AVy=S(x,y)) V= (TyR(x,y) A P))

1.2. “Nach innen schieben” von —

Vx((Vy—lR(X,y) Vv EIyS(X,y)) \Y (Vy_'R(X,Y) \4 _'P)>
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Beispiel 1

F = Vx((EIyR(X,y) A Vy—'S(X,Y)) — _'(HYR(XvY) A P))

(1) NNF

1.1. Elimination von —
Vx <—|(EIyR(X, y) AVy=S(x,y)) V= (TyR(x,y) A P))

1.2. “Nach innen schieben” von —
VX<(Vy—|R(X, y) Vv dyS(x, y)) V (Vy—lR(X, y)V —|P)>

(2) Formel bereinigen

VX((Vyl—'R(X,yl) Vv E|y25(X,)/2)) Vv (VY3_‘R(X,)/3) v _'P)>
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Beispiel 1

F = Vx((EIyR(X,y) A Vy—IS(X,Y)) — —|(EIyR(X,y) A P))

(1) NNF

1.1. Elimination von —

Vx <—|(EIyR(X,y) A VyﬂS(X,y)) \ _'(3YR(X,Y) A P))

1.2. “Nach innen schieben” von —

Vx((Vy—-R(x,y) V EIyS(X,y)) V (Vy—uR(X,y) \4 _'P)>

(2) Formel bereinigen

VX((Vyl—'R(X,yl) Vv E|y25(X,)/2)) Vv (VY3_‘R(X,)/3) v _'P)>

(3) Alle Quantoren nach vorne (Reihenfolge unverindert lassen)

VxVy1dy,Vys ((—lR(X,yl) V S(X,yg)) V (—lR(X,YB) V —IP)>
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Beispiel 2

F = (Vx((p(x) Va(x,y)) A3z r(x,y,2))) = ((P(2) Na(x, 2)) AVzr(z,x,y))

1. NNF

F

—(Vx((p(x) V q(x, ¥)) A Fzr(x,y, 2))) V ((P(2) A q(x, 2)) A Vzr(z, %, y))
Ix=((p(x) V q(x, ¥)) A Fzr(x, ¥, 2))) V ((p(2) A q(x, 2)) A Vzr(z, x,y))
Ax(=(p(x) V q(x, y)) V =3z r(x, y, 2))) V ((P(2) A q(x,2)) A Vzr(z, x,y))
Ax((=p(x) A =q(x,¥)) V Vz =r(x, ¥, 2)) V ((p(2) A q(x,2)) A Vzr(z, x,y))
F1

Elim —

(De Morgan, =V = 3-)
(De Morgan)

(De Morgan, =3 = V)
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Beispiel 2

F = (Vx((p(x) Va(x,y)) A3z r(x,y,2))) = ((P(2) Na(x, 2)) AVzr(z,x,y))

1. NNF

F= —=(Vx((p(x) V a(x, ¥)) A Fzr(x,y,2))) V ((p(2) A a(x,2)) A Vzr(z x,y)) Elim —
= Ax=((p(x) V q(x,y)) A Jzr(x,y, z))) V ((p(z) A q(x,2)) N Vzr(z x,y)) (De Morgan, =V = 3-)
= Ix(=(p(x) Valx,y)) Vv 3z r(x,y, 2))) V ((p(2) A q(x, 2)) A Vzr(z X, y)) (De Morgan)
= Ax((—=p(x) A —qg(x,y)) V Vz =r(x,y, z)) V ((p(2) A qg(x,2)) N Vzr(z x,y)) (De Morgan, -3 = V)
_ Fq

2. Bereinigung

Fi = 3x((=plx1) A 2alx1.y)) V Vz1 =r(xg, v, 21)) V ((p(2) A a(x,2)) AVZp (20, x,y)) = R
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Beispiel 2

F = (Vx((p(x) Va(x,y)) A3z r(x,y,2))) = ((P(2) Na(x, 2)) AVzr(z,x,y))

1. NNF

F= —=(Vx((p(x) V a(x, ¥)) A Fzr(x,y,2))) V ((p(2) A a(x,2)) A Vzr(z x,y)) Elim —
= Ax=((p(x) V q(x,y)) A Jzr(x,y, z))) V ((p(z) A q(x,2)) N Vzr(z x,y)) (De Morgan, =V = 3-)
= Ix(=(p(x) Valx,y)) Vv 3z r(x,y, 2))) V ((p(2) A q(x, 2)) A Vzr(z X, y)) (De Morgan)
= Ax((—=p(x) A —qg(x,y)) V Vz =r(x,y, z)) V ((p(2) A qg(x,2)) N Vzr(z x,y)) (De Morgan, -3 = V)
_ Fq

2. Bereinigung

Fi = 3x((=plx1) A 2alx1.y)) V Vz1 =r(xg, v, 21)) V ((p(2) A a(x,2)) AVZp (20, x,y)) = R

3. Alle Quantoren nach vorne — Pranexnormalform

Fy = 3xq¥z1Vzp (mp(xq) A =alxg,¥)) V =r(xq. v, 21)) V ((p(2) A a(x, 2)) A (22, %, ¥))

'

Prianexnormalform von F
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Skolemnormalform

Definition. Eine Formel F € Fory ist in Skolemnormalform (SNF), falls:
e F ist in Pranexnormalform

e [ enthalt nur universelle Quantoren
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Skolemnormalform

Definition. Eine Formel F € Fory ist in Skolemnormalform (SNF), falls:
e F ist in Pranexnormalform

e [ enthalt nur universelle Quantoren

Beispiele:

In Skolemnormalform
VxVy(p(x) V q(y))

Nicht in Skolemnormalform
Vx p(x) V Vyq(y)
Vx3y (p(x) V q(y))
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Skolemisierung

Skolemisierung: Transformation =g:
Vxi,...,xpdyF =5 Vxy,...,xpF[f(x,..

wobei f/n ein neues Funktionssymbol (Skolemfunktion).

£ Xn) /]
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Skolemisierung

Beispiel
Gegeben:

Vw(3x(p(w, x) V Vy(q(w, x,y) ATz r(y, 2))))

54



Skolemisierung

Beispiel
Gegeben:
Vw(3x(p(w, x) V ¥y (g(w, x,y) Az r(y, z))))

Pranexnormalform:

VwaxVy3z((p(w, x) V (q(w, x, y) A r(y, 2))))
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Skolemisierung

Beispiel

Gegeben:

Vw(3Ix(p(w, x) V Vy (q(w, x,y) ATz r(y, 2))))
Pranexnormalform:

VwIxVy3z((p(w, x) V (q(w, x, y) A r(y, 2))))
Skolemisierung: x +— sky(w), z — skz(w, y)

VwVy((p(w, skx(w)) V (q(w, skx(w), y) A r(y, skz(w, y)))))
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Skolemisierung

Zusammen:
F =p G :§5 H
N~ "
pranexe Form pranex, kein 4
p
Theorem:

(2) G erfiillbar
(bzgl. X-Str)

(1) F und G sind aquivalent.

gdw.

Seien F, G und H wie oben angenommen. Dann:

H erfullbar
(bzgl. ¥’-Str)

wobei ¥/ = (Q U SKF, ), wenn ¥ = (Q, ).
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Skolemisierung

rLemma. Sei G =Vxy,...,x,AyGy und H = Vxq, ..., x,Gi[f(x1,...,Xn)/y], A
wobei f ein neues Funktionssymbol (Skolemfunktion) ist.

G erfiillbar (bezgl. -Str.) genau dann, wenn H erfiillbar (bezgl. X’-Str.).

wobei: & = (Q,M) und T/ = (Q U {f}, N).
L J
Beweis: (1) G erfiillbar = H erfiillbar
Sei A eine X-Struktur und 8 : X — U4 mit A(B)(G) = 1.

1=A(B)G) =mina .. a,cu, ABPa — a1, ..., xp = an])(AyGr)

= Ming; ... apeuyMaxpeu  A(B[x1 — a1, ..., xp = an, ¥y = b])(G1)

d.h. fiir alle a1,...,a, € U4 es gibt ein b € U4 mit:
A(B[x1 — a1, ..., xn = an, ¥y — b])(G1) = 1.

Wir definieren eine ¥’-struktur A’, in der alle Funktionen und Pridikate in ¥ wie in A
definiert sind und in der wir fiir alle a1,...,a, € Ua, f(a1,...,an) := b definieren.

Dann A’ (B[x1 +— a1, ..., xn — an))(G1[f(x1,...,xn)/y]) = 1.
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Skolemisierung

rLemma. Sei G =Vx1,...,x,AyGy und H = Vxq, ..., x,Gi[f(x1,...,Xn)/y],
wobei f ein neues Funktionssymbol (Skolemfunktion) ist.

G erfiillbar (bezgl. -Str.) genau dann, wenn H erfiillbar (bezgl. X’-Str.).

LWobei: > =(Q,Mund X = (QuU{f}, N).

Beweis: (2) H erfiillbar = G erfiillbar
Sei A’ eine X’-Struktur und 8 : X — U4, mit A’(B8)(H) = 1.
1=A'(B)(H) = minal,...,anEUA/ A (B[x1 = a1, ..., xn — a)(GL[f(x1, ..., xn)/y])
= minal'_._'aneuA, (B[Xl = a1,...,Xp — an,y — fA/(al, c ey a,,)])(Gl)

d.h. fiir alle a1, ...,a, € Uy es gibtein b= f,s(a1,...,a,) € Uy s mit:
.A(B[Xl = a1,...,Xp — an,y — b])(Gl) = 1.

=mina; ... a,cU 4 Maxpeu s A(B[x1 — a1, ..., xp = an, y = b])(G1) = 1

Dann gilt: A(8)(G)=ming; ... a,cu A(B[x1 = a1, ..., xp = a5])(IyGi)

wobei A ist A’ ohne die Funktion f.
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Skolemisierung

rTheorem:
Seien F, G und H wie oben angenommen. Dann:

(1) F und G sind aquivalent.

(2) G erfiillbar gdw. H erfiillbar

(bzgl. X-Str) (bzgl. ¥’-Str)
wobei ¥/ = (QU SKF, 1), wenn X = (Q, ).

.

Beweisidee: Die Lemma (auf Seiten 58-59) wird sukzessive fiir alle
existentiell quantifizierten Variablen (von links nach rechts) angewandt.



Klauselnormalform (konjunktive Normalform)

Transformationsregeln =k

(1)
(2)
(3)
(4)
(5)
(—V)
(—3)

(F < G)
(F — G)
—(F Vv G)
-(F A G)
——F
- VxF
—dxF

=K

(F—> G)AN (G — F)

(-F V G)

(=F A =G)

(—=F VvV =G)

=

dx—F

Vx—F (NNF)

(P)
(S)

Pranex Normalform

Skolemisierung

(6)
(7)
(8)
(9)
(10)

(FANG)VH
(FAT)
(FA L)
(FVvT)
(Fv 1)

=K
=K
=K
=K
=K

(FV H)AN(GV H)
F

n o+

(KNF)
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