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Bis jetzt

Aussagenlogik
e Beispiele

e Syntax (Formeln)



Vokabular der Aussagenlogik

Abzahlbare Menge von Symbolen, etwa
N={Py,...,Pn}

oder

N={Py, P1,...}

Bezeichnungen fiir Symbole in I1
e atomare Aussagen
e Atome

e Aussagenvariablen



Formeln der Aussagenlogik

Definition: Menge Forp der Formeln iiber I1:

Die kleinste Menge mit:
e [ € Forp und L€ Forp
e [1C Forp
e Wenn F, G € Forpy, dann auch
-F,(FAG),(FVG),(F— G),(F <+ G)

Elemente von Forp.



Letztes Mal

Aussagenlogik

e Syntax: welche Formeln?

e Semantik: Modelle (Strukturen)

Wann ist eine Formel wahr (in einer Struktur)?

e Deduktionsmechanismus: Ableitung neuer wahrer Formeln




Semantik der Aussagenlogik

[1 eine aussagenlogische Signatur

Aussagenvariablen fiir sich haben keine Bedeutung.

Hierfiir miissen Wertebelegungen (Valuationen) explizit oder implizit aus

dem Kontext zur Verfiigung stehen.

1 Symbol fiir den Wahrheitswert “wahr”

0 Symbol fiir den Wahrheitswert “falsch”



Semantik der Aussagenlogik

[1 eine aussagenlogische Signatur

Aussagenvariablen fiir sich haben keine Bedeutung.

Hierfiir miissen Wertebelegungen (Valuationen) explizit oder implizit aus

dem Kontext zur Verfiigung stehen.

Eine Valuation (Wertebelegung) ist eine Abbildung
A:M— {01}

Wir werden Wertebelegungen auch Aussagenlogische Strukturen,
Aussagenlogische Modelle oder Interpretationen nennen.



Semantik der Aussagenlogik

[1 eine aussagenlogische Signatur

Aussagenvariablen fiir sich haben keine Bedeutung.

Hierfiir miissen Wertebelegungen (Valuationen) explizit oder implizit aus
dem Kontext zur Verfiigung stehen.

Eine Wertebelegung ist eine Abbildung
A:M— {0,1}

Beispiel:

A B C

(Bei drei Symbolen gibt es 8 mogliche Modelle)
0O 1 O



Semantik der Aussagenlogik

Auswertung von Formeln
Sei A: Il — {0,1} eine Wertebelegung.
A* . Forn — {0, 1} wird wie folgt definiert:



Semantik der Aussagenlogik

Auswertung von Formeln
Sei A: Il — {0,1} eine Wertebelegung.
A* . Forn — {0, 1} wird wie folgt definiert:

A*(L) =0
AX(T) =1
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Semantik der Aussagenlogik

Auswertung von Formeln
Sei A: Il — {0,1} eine Wertebelegung.
A* . Forn — {0, 1} wird wie folgt definiert:

A*(L) =0
A*(T) =1

A*(P) = A(P)
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Semantik der Aussagenlogik

Auswertung von Formeln
Sei A: Il — {0,1} eine Wertebelegung.
A* . Forn — {0, 1} wird wie folgt definiert:

A*(=F) = 0 falls A*(F)=1
1 falls A*(F)=0
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Semantik der Aussagenlogik

Auswertung von Formeln
Sei A: Il — {0,1} eine Wertebelegung.
A* . Forn — {0, 1} wird wie folgt definiert:

0 falls A*(F1) =0 oder A*(F2) =0

.A*(Fl A\ Fz) —
1 falls A*(F)=A*(F) =1
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Semantik der Aussagenlogik

Auswertung von Formeln
Sei A: Il — {0,1} eine Wertebelegung.
A* . Forn — {0, 1} wird wie folgt definiert:

0 falls A*(F1) =0 oder A*(F2) =0

A*(Fl A\ Fz) = X
1 falls A*(F)=A*(F) =1

0 falls A*(F1)=A*(F) =0

.A*(Fl V F2) = X
1 falls A*(F1) =1 oder A*(F) =1
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Semantik der Aussagenlogik

Auswertung von Formeln

Sei A: Il — {0,1} eine Wertebelegung.

A* . Forn — {0, 1} wird wie folgt definiert:

.A*(Fl — F2) = {

.A*(Fl > F2) = {

falls
falls

falls

sonst

.A*(Fl) = 0 oder .A*(FQ) =1
A*(F1) =1 und A*(F) = 0

A*(F1) = A*(F2)
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Wahrheitstafel fiir die logischen Operatoren
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Wahrheitstafel fiir die logischen Operatoren

P| P
0 |1
1|0

o
o O | O
_ O |

o
= O | O

et
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Wahrheitstafel fiir die logischen Operatoren

P| P
0 |1
1|0
AlO 1 v|io 1
0|0 0 0|0 1
10 1 11 1

o
—t
—t
o
o = | O
_ O M
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Semantik der Aussagenlogik

Auswertung von Formeln

Sei A: I — {0,1} eine N-Valuation.
A* : Forn — {0, 1} wird induktiv tiber Aufbau von F wie folgt definiert:

A*(L) =0
A*(T) =1
A*(P) = A(P)

A (<F) =1 - A"(F)
A*(FpG) = B, (A™(F), A*(G))
B,(x, y) berechnet entschpr. der Wahrheitstafel fiir p
z.B.:By(0,1) = (0V1) =1;B(1,0) = (1 = 0) =0

Wir schreiben normalerweise A statt A*.
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Beispiel

Sei A: {P,Q, R} — {0,1} mit A(P) =1, A(Q) = 0, A(R) = 1.

A*((PAN(QV —-P)) —» R)
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Beispiel

Sei A: {P,Q, R} — {0,1} mit A(P) =1, A(Q) = 0, A(R) = 1.

A*(PAN(QV—-P))—-R) = A (PAN(QV—-P))— A*(R)
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Beispiel

Sei A: {P,Q, R} — {0,1} mit A(P) =1, A(Q) = 0, A(R) = 1.

A*(PAN(QV—-P))—=R) = A*(PA(QV-P)— A*(R)
= (A*(P)NA*(QV P))— A*(R)
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Beispiel

Sei A: {P,Q, R} — {0,1} mit A(P) =1, A(Q) = 0, A(R) = 1.

A*(PAN(QV—-P))—=R) = A*(PA(QV-P)— A*(R)
(A*(P)NA*(QV —P)) - A*(R)
(A(P) A (A(Q) vV ~A(P))) — A(R)
(LA(OV 1) =1
= 1
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Beispiel 1

» - B—F
» FAB— —E
» EV—-B— —F

Menii Formalisierung:
A:{B,F, E} —>{0,1}
kein Bier, Fisch und Eiscreme A(B) =0, AF) =1, A(E) =1
erfiillt 3. Diatregel nicht!
1. A(—B — F) =-AB) > AF)=—"0—-1=1—-1=1
2. A(FANB — —E) = A(F) N A(B) — - A(E)
=(1AN0)—>-1=0—-0=1
3. A(EN-B——-F) =(AE)AN-A(B)) — —A(F)
=(1A-0)—>-1=1—-0=0
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Wahrheitstabellen: Beispiel

F=(AV C)A(BV—C)

(AVC) | =c | (BVv=C) | (AVC)A(BV =)

= =R =B =B O O O OflX
R R O O R R O O|
_H O H O +H O = O|0N
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Wahrheitstabellen: Beispiel

F=(AV C)A(BV—C)

AlBlc|lnve | -c|lBv-0)| ((AvCc)Aa(BV-0)
o|o]|o 0 1 1
0|01 1 0 0
0|10 0 1 1
0 1 1 1 0 1
1 0 0 1 1 1
1 0 1 1 0 0
11110 1 1 1
111 1 0 1
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Wahrheitstabellen: Beispiel

F=(AV C)A(BV—C)

AlBlc|lnve | -c|lBv-0)| ((AvCc)Aa(BV-0)
o|o]|o 0 1 1 0
0|01 1 0 0 0
0|10 0 1 1 0
0 1 1 1 0 1 1
110/ o0 1 1 1 1
1101 1 0 0 0
11110 1 1 1 1
111 1 0 1 1
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Modell einer Formel(menge)

Definition: Interpretation A ist Modell einer Formel F € Forp, falls

A*(F) = 1.
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Modell einer Formel(menge)

Definition: Interpretation A ist Modell einer Formel F € Forp, falls

A*(F) = 1.

Definition: Interpretation A ist Modell einer Formelmenge M C Forp, falls

A*(F) =1 fir alle Fe M
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Modell einer Formel(menge)

Definition: Interpretation A ist Modell einer Formel F € Forp, falls

A*(F) = 1.

Definition: Interpretation A ist Modell einer Formelmenge M C Forp, falls

A*(F) =1 fir alle Fe M

Notation:

AEF
AEM
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Beispiel

F=(AV C)A(BV —C)

AlBlc|lnave | -c|Bv-0)| (Avec)a(BV-0)
o|ofo 0 1 1 0
0|01 1 0 0 0
0| 1]o0 0 1 1 0
0 1 1 1 0 1 1
1lo]o 1 1 1 1
101 1 0 0 0
1 1 0 1 1 1 1
1 1 1 1 0 1 1

Sei A: {A B, C} — {0,1} mit A(A) =0, A(B) = 1, A(C) = 1.

AE(AVC)A(BV Q)
AE{(AV (), (BV -C)}
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Giltigkeit und Erfiillbarkeit

Definition: F gilt in A (oder A ist Modell von F) gdw. A(F)=1.
Notation: A = F

Definition: F ist (allgemein-) giiltig (oder eine Tautologie)
gdw.: AE=F, firalle A: 11— {0,1}

Notation: |= F

Definition: F heiBt erfiillbar gdw. es A : 1 — {0, 1} gibt, so dass A |= F.

Sonst heiBt F unerfiillbar (oder eine Kontradiktion).

32



Beispiel

F=(AV C)A(BV —C)

AlBlc|lnave | -c|Bv-0)| (Avec)a(BV-0)
o|ofo 0 1 1 0
0o|o]1 1 0 0 0
0| 1]o0 0 1 1 0
0 1 1 1 0 1 1
1lo]o 1 1 1 1
101 1 0 0 0
1 1 0 1 1 1 1
1 1 1 1 0 1 1

F ist nicht allgemeingiiltig:
Ai1(F) =0 fir A; : {A B, C} — {0,1} mit A(A) = A(B) = A(C) =0.

F ist erfiillbar (also ist F nicht unerfiillbar):
Ax(F) =1 fir A: {A B, C} — {0,1} mit A(A) =0, A(B) =1, A(C) =1.



Tautologien und Kontradiktionen

Tautologien: Formel, die stets wahr sind.

Beispiele: p V (—p) (Prinzip vom ausgeschlossenen Dritten)
(Tertium non datur)

p <> ——p (Prinzip der doppelten Negation)

Kontradiktionen: Formel, die stets falsch sind.

Beispiel: p A —p

e Die Negation einer Tautologie ist eine Kontradiktion

e Die Negation einer Kontradiktion ist eine Tautologie
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Beispiele

Die folgenden Formeln sind Tautologien:

(1)
(2)
(3)

(4)

(5)
(6)

(p = =p) = (—p)
(PA(P—q)) —q
(PAG)—p

(PAQ) —q

p—(pPVaq)

q—(pVaq)
(p—=aq)—=(g—=r)—(p—r)]

(((p—=a)A(g—=r))Ap)—r
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Bis jetzt

Eine Formel F ist:
e erfiillbar, wenn es eine Wertebelegung A : 1 — {0, 1} gibt mit A(F) = 1.
e unerfiillbar, wenn fiir alle Wertebelegungen A : 1 —, A(F) = 0.
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Bis jetzt

a )
Eine Formelmenge N ist:

e erfiillbar, wenn es eine Wertebelegung A : 1 — {0, 1} gibt, fiir die alle Formeln in
N wahr sind (d.h. mit A(F) =1 fiir alle F € N).

e unerfiillbar, wenn es keine Wertebelegung A : 1 — gibt, fiir die alle Formeln in
N wahr sind (d.h. es gibt keine Wertebelegung A mit A(F) =1 fiir alle F € N).

J
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Bis jetzt

\.

_
Eine Formelmenge N ist:

erfiillbar, wenn es eine Wertebelegung A : 1 — {0, 1} gibt, fiir die alle Formeln in
N wahr sind (d.h. mit A(F) =1 fiir alle F € N).

unerfiillbar, wenn es keine Wertebelegung A : 1 — gibt, fiir die alle Formeln in
N wahr sind (d.h. es gibt keine Wertebelegung A mit A(F) = 1 fiir alle F € N).

Beispiel
N ={P A Q,—-QV R} ist erfiillbar:

Fir A: Tl — {0,1} mit A(P) = A(Q) = A(R) =1 gilt:
AP A Q) =1und A(—Q V R) =1 (alle Formeln in N sind wahr in A).

N ={P A Q,—Q A R} ist nicht erfiillbar (unerfiillbar):

Fiir jede Wertebelegung A mit A(PA Q) =1, ist A(Q) =1
Fiir jede Wertebelegung A mit A(—Q A R) =1, ist A(Q) = 0.

Es kann keine Wertebelegung A : 1 — {0, 1} geben mit
APAQ)=1und A(-Q ANR) = 1.

38
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Folgerung und Aquivalenz

Definition: F impliziert G (oder G folgt aus F),
gdw.: fur alle A : 1 — {0,1} gilt: Wenn A = F, dann A = G.

Notation: F = G

Definition: F und G sind dquivalent
gdw.: fiir alle A : 1 — {0, 1} gilt: A = F gdw. A = G.

Notation: F = G.

Erweiterung auf Formelmengen N in natiirlicher Weise, z.B.:
NE=G gdw.: firalle A: 11— {0, 1} gilt:

falls A = F, fur alle F € N,

so AREG.
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Folgerung und Aquivalenz

Intuition:

e F impliziert G (oder G folgt aus F),
gdw.: fiir jede Wertebelegung, fiir die F wahr ist, auch G wahr ist.

e Erweiterung auf Formelmengen N in natiirlicher Weise, z.B.:
NE=G gdw.: fiir alle Wertebelegungen, fiir denen alle Formeln

in \V wahr sind, ist G auch wabhr.

e Zwei Formeln F und G sind logisch dquivalent (Notation: F = G)
wenn sie in den gleichen Modellen wahr sind

Beispiel: (P — Q) = (—-Q — —P) (Kontraposition)
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Beispiel

F=(AVC)A(BV-C)
Uberpriife, ob F = G

(AV C)

G =(AV B)

(Bv-C)| (AVC)A(BV—-C)

(AV B)

= =R =R =B O O O O|)>X

_H O = O = O = O 0

_H R O O R R O O @
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Beispiel

F=(AvC)A(BV-C) G=(AVB)

Uberpriife, ob F = G
Al B|C|(AvC)|(Bv=C)| (AVCO)AN(BV-C) | (AVB)
0] 00O 0 1 0
0| 0|1 1 0 0
0|10 0 1 0
O| 1|1 1 1 1
1100 1 1 1
1101 1 0 0
110 1 1 1
1111 1 1 1
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Beispiel

F=(AvC)A(BV-C) G=(AVB)

Uberpriife, ob F = G
Al B|C|(AvC)|(Bv=C)| (AVCO)AN(BV-C) | (AVB)
0] 00O 0 1 0 0
0| 0] 1 1 0 0 0
0|10 0 1 0 1
O| 1|1 1 1 1 1
1100 1 1 1 1
1101 1 0 0 1
1110 1 1 1 1
1111 1 1 1 1

43



Beispiel

F=(AVC)A(BV~-C)
Uberpriife, ob F |= G: Ja, F =G

G =(AV B)

Al B|C|(AvC)|(Bv=C)| (AVCO)AN(BV-C) | (AVB)
0|0 |1 1 0 0 0
0] 0] O 0 1 0 0
0|11 1 1 1 1
0|10 0 1 0 1
110]|1 1 0 0 1
1100 1 1 1 1
111 1 1 1 1
1(1]0 1 1 1 1
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Beispiel

F=(AVC)A(BV~=C)

Uberpriife, ob F |= G: Ja, F =G
.. aber es ist nicht wahr dass G = F (Notation: G [~ F)

G =(AV B)

Al B|C|(AvC)|(Bv=C)| (AVCO)AN(BV-C) | (AVB)
0|0 |1 1 0 0 0
0] 0] O 0 1 0 0
0|1]1 1 1 1 1
0|10 0 1 0 1
1101 1 0 0 1
1100 1 1 1 1
111 1 1 1 1
1(1]0 1 1 1 1
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Tautologien und Kontradiktionen

Tautologien, allgemeingiiltige Formeln:
Formeln, die stets wahr sind.

Kontradiktionen, unerfiillbare Formeln:
Formel, die stets falsch sind.

e Die Negation einer Tautologie ist eine Kontradiktion
e Die Negation einer Kontradiktion ist eine Tautologie

Theorem. F ist allgemeingiiltig gdw. —F ist unerfiillbar.

Beweis 1: Aus der Wahrheitstafel.
Beweis 2: F allgemeingiiltig gdw. A(F)=1 fir alle A:MN—{0,1}

gdw. A(—F)=0 fiir alle A:M—{0,1} gdw. —F unerfiillbar
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Allgemeingiiltigkeit /Folgerung

F, G Formeln

Theorem. F = G gdw. = F — G.

Beweis:
FEG gdw. firalle A:MN — {0,1}, falls A(F) =1so0o A(G) =1
g.dw. firalle A: M — {0,1}, (A(F) — A(G)) =1
gdw. firalle A:1M — {0,1}, A(F > G)=1
gdw. =EF—>G
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Allgemeingiiltigkeit /Folgerung

F, G Formeln; N Formelmenge.

Theorem. NU{F} = G gdw. N = F — G.

Beweis: “="

Annahme: NU {F} = G d.h. fiir alle A:11—{0, 1},
falls [[A(H)=1 fiir alle Formeln HENU{F}] so A(G)=1.

Wir beweisen, dass N = F — G, d.h. fiir alle A: 1 — {0,1}
falls [A(H) = 1 fiir alle Formeln H € N] so A(F — G) = 1.

Sei A: M — {0,1} mit A(H) =1 fiir alle Formeln H € N.
Fall 1: A(F) =0. Dann A(F — G) = 1.

Fall 2: A(F) =1, d.h. [A(H) = 1 fiir alle Formeln H € N U {F}]. Dann
A(G) = 1 und somit A(F — G) = 1.
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Allgemeingiiltigkeit /Folgerung

F, G Formeln; N Formelmenge.

Theorem. NU{F} = G gdw. N = F — G.

Beweis: “<«"

Annahme: N = F — G d.h. fiir alle A:11—{0, 1},
falls [[A(H)=1 fir alle Formeln HEN] so A(F — G)=1.

Wir beweisen, dass NU {F} = G, d.h. fir alle A: M — {0, 1}
falls [A(H) = 1 fiir alle Formeln H € NU {F}] so A(G) = 1.

Sei A: M — {0,1} mit A(H) =1 fiir alle Formeln H € N U {F}.

Dann (i) A(F) =1 und
(ii) [A(H) = 1 fiir alle Formeln H € N], also A(F — G) = 1.

Es folgt, dass 1 = A(F — G) = (A(F) — A(G)) = (1 — A(G)) = A(G),

so A(G) = 1.
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Allgemeingiiltigkeit /Folgerung

F, G Formeln.

Theorem. F = G gdw. = F < G.

Beweis:
F=G gdw.firalle A: N — {0,1}, A(F) = A(G)
g.d.w. fiiralle A:MN — {0,1}, (A(F) + A(G)) =1
g.dw. firalle A:MN — {0,1}, A(F+ G)=1
gdw. EF& G
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Allgemeingiiltigkeit /Folgerung:
Zusammenfassung

F, G Formeln; N Formelmenge.

Theorem. F = G gdw. = F — G.

Theorem. NU{F} = G gdw. N = F — G.

Theorem. F = G gdw. = F < G.
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Unerfiillbarkeit / Aligemeingiiltigkeit /Folgerung

F, G Formeln.

Theorem. F ist allgemeingiiltig gdw. —F ist unerfiillbar.

Beweis F wahr fiir jede Wertebelegung gdw. —F falsch fiir jede
Wertebelegung.

Theorem. F = G gdw. F A =G ist unerfiillbar.

Beweils:

F=G gdw. EF— G dh. F— G allgemeingiiltig
gdw. —(F — G) unerfiillbar.
gdw. F A =G unerfiillbar.

..da—~(F—>G)=—-(-FVG)=—-—-FA-G=FA-G.
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Unerfiillbarkeit / Aligemeingiiltigkeit /Folgerung

F, G Formeln; N Formelmenge.

Theorem. N = G gdw. N U {=G} ist unerfiillbar.

=

Annahme: N = G d.h. fiir alle A:1N—{0, 1},
falls [[A(H)=1 fiir alle Formeln HEN] so A(G)=L1.

Beweils:

Zu zeigen: N U {—G} unerfiillbar.

Beweis durch Widerspruch: Wir nehmen an, N U {—G} erfiillbar,
d.h. es gibt A:lM—{0, 1}, mit

[A(H)=1 fiir alle Formeln HEN U {~G}].
Dann [A(H)=1 fiir alle Formeln HEN] und A(—=G) = 1 (d.h.
A(G) = 0). Widerspruch.
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Unerfiillbarkeit / Aligemeingiiltigkeit /Folgerung

F, G Formeln; N Formelmenge.

Theorem. N = G gdw. N U {—=G} ist unerfiillbar.

Beweis: “«

Annahme: N U {—G} unerfiillbar.

Zu zeigen: N = G d.h. fur alle A:M—{0, 1},
falls [[A(H)=1 fiir alle Formeln HEN] so A(G)=L1.
Beweis: Sei A:MM—{0, 1}, mit [[A(H)=1 fir alle Formeln HEN].

Falls A(G) = 0, ware A ein Modell fiir N U {—G}. Das ist
aber unmoglich, da wir angenommen haben, dass N U {—-G}

unerfiullbar ist.

Es folgt, dass A(G) = 1.
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Unerfiillbarkeit /Allgemeingiiltigkeit /Folgerung:
Zusammenfassung

F, G Formeln; N Formelmenge.

Theorem. F ist allgemeingiiltig gdw. —F ist unerfiillbar.

Theorem. F = G gdw. F A =G ist unerfiillbar.

Theorem. N = G gdw. N U {=G} ist unerfiillbar.

Nota bene: falls N unerfiillbar, so N |= G fiir jede Formel G
.. auch fur L.

Notation: N = L fiir N unerfiillbar.
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