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Pradikatenlogik

Syntax

1. Logische Symbole:
1.1: Wie in der Aussagenlogik: T, 1L; —; V, A, =, <>
1.2: Quantoren: V, 3.

2. Nichtlogische Symbole: Signatur ¥ = (2, ),
2.1: Q Menge von Funktionssymbolen. Notation: f/n: f hat Stelligkeit n > 0,
2.2: 1 Menge von Pradikatensymbolen. Notation: p/m: p hat Stelligkeit m > 0.
(Das Gleichheitspradikat ~ kann (muss aber nicht) enthalten sein.)

Funktionsssymbole mit Stelligkeit n = 0 heiBen Konstanten.

Pradikatensymbole mit Stelligkeit n = 0 heiBen Aussagenvariablen.

3. Variablen: X vorgegebene Menge von abzahlbar unendlich vielen
Symbolen, die wir fiir (die Bezeichnung von) Variablen verwenden.



Bis jetzt

Pradikatenlogik
e Syntax
— Signatur
— Terme
— Formeln
— Substitutionen
e Semantik
— > -Struktur
— Valuation (iiber einer X-Struktur A)
— Wert eines Terms in A bzgl. 3

— Wahrheitswert einer Formel in A bzgl. 38



Modelle, Giiltigkeit, Erfullbarkeit




Giltigkeit und Erfiillbarkeit

Definition. F gilt in A unter §:

A BEF gdw. AB)(F) =1

Definition. F gilt in A (A ist Modell von F):
AEF gdw. A, B8 E=F, firalle : X — Uy
Definition. F ist (allgemein-) giiltig:
= F gdw. A= F, fir alle A € X-Str

Definition. F heiBt erfiillbar gdw. es A und 3 gibt, so dass A, 5 = F.
Sonst heiBt F unerfiillbar.



Folgerung und Aquivalenz

Definition. F impliziert G (oder G folgt aus F), i.Z. F = G
gdw. fiir alle A € >-Strund 8 : X — U4 gilt:
Falls A, = F,so A, B = G.

Definition. F und G sind dquivalent
gdw. fiir alle A € X-Strund 8 : X — U4 gilt:
A, B = F genau dann, wenn A, 5 = G.

Erweiterung auf Formelmengen N in natiirlicher Weise:

Definition. N = G gdw.
fir alle A € X-Strund 8 : X — Ugy:
falls (A, 8 = F, fir alle F € N), so (A, B &= G).



Folgerung/Aquivalenz und Giiltigkeit

Satz. F = G gdw. (F — G) ist giiltig

Satz. F und G sind dquivalent gdw. (F < G) ist giiltig.




Folgerung/Aquivalenz und Giiltigkeit

Satz. F = G gdw. (F — G) ist giiltig

Beweis

FEG gdw. firalle A€ ¥-Strund B8: X — U4: Falls A, 8= F,so A, B E G.
gdw. fiir alle A € ¥-Strund 8 : X — Ua: A(B)(F) —p A(B)(G) =1
gdw. firalle A € X-Strund 8: X — Ua: A(B)(F — G) =1

Satz. F und G sind dquivalent gdw. (F <+ G) ist giiltig.




Folgerung/Aquivalenz und Giiltigkeit

Satz. F = G gdw. (F — G) ist giiltig

Beweis

FEG gdw. firalle A€ ¥-Strund B8: X — U4: Falls A, 8= F,so A, B E G.
gdw. fiir alle A € ¥-Strund 8 : X — Ua: A(B)(F) —p A(B)(G) =1
gdw. firalle A € X-Strund 8: X — Ua: A(B)(F — G) =1

Satz. F und G sind dquivalent gdw. (F <+ G) ist giiltig.

Bewelis

F und G sind dquivalent gdw. FlE=Gund FE=G
gdw. EF—>Gund G —F
gdw. EF < G
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Giiltigkeit und Unerfiillbarkeit

Nachweis von Giiltigkeit (und damit Folgerung oder Aquivalenz) durch
Unerfiillbarkeitstest:

F giiltig genau dann, wenn —F unerfiillbar

N = F genau dann, wenn N U —F unerfiillbar
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Eigenschaften von Quantoren

Quantoren gleicher Art kommutieren
VxVy ist das gleiche wie VyVx

dx3dy ist das gleiche wie dydx
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Eigenschaften von Quantoren

Quantoren gleicher Art kommutieren
VxVy ist das gleiche wie VyVx

dx3dy ist das gleiche wie dydx

Informell: Fiir jede Formel F gilt: VxVyF = VyVxF,; dxdyF = dydxF.

[ Theorem
Sei ¥ = (€2, M) eine Signatur. Fiir alle X-Formeln F gilt:

(1) VxVyF=VyVxF

(2) 3IxAy F =3Jy3dxF

.

\
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Eigenschaften von Quantoren

Verschiedene Quantoren kommutieren NICHT
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Eigenschaften von Quantoren

Verschiedene Quantoren kommutieren NICHT

Beispiel:

Vx3dy Mutter(y, x) Jeder hat eine Mutter

(richtig)
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Eigenschaften von Quantoren

Verschiedene Quantoren kommutieren NICHT

Beispiel:
Vx3dy Mutter(y, x) Jeder hat eine Mutter (richtig)
dyVx Mutter(y, x) Es gibt eine Person, die die Mutter von jedem ist

(falsch)
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Eigenschaften von Quantoren

Verschiedene Quantoren kommutieren NICHT

Beispiel:
Vx3dy Mutter(y, x) Jeder hat eine Mutter (richtig)
dyVx Mutter(y, x) Es gibt eine Person, die die Mutter von jedem ist

(falsch)

Bemerkung: Vx3dyF = dyVxF gilt nicht immer.
Es gibt eine Formel F so dass VxdyF und dyVxF nicht logisch aquivalent.

' Theorem. Sei ¥ = (€2, M) eine Signatur. Fiir alle X-Formeln F gilt:
AxVy F = Vy3dx F

Es gibt eine Signatur ¥ = (2, 1) und eine Formel F mit:
Vx3dy F = AyVx F
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Eigenschaften von Quantoren

Dualitat der Quantoren

Vx...
dx...

ist das gleiche wie —=dx—...

ist das gleiche wie =V x—...
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Eigenschaften von Quantoren

Dualitat der Quantoren
Vx... ist das gleiche wie —=dx—...

dx... ist das gleiche wie =V x—...

Beispiel:
Vx mag(x, eiscreme) ist das gleiche wie =3dx —mag(x, eiscreme)

dx mag(x, broccoli) ist das gleiche wie =V x —-mag(x, broccoli)
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Eigenschaften von Quantoren

Dualitat der Quantoren
Vx... ist das gleiche wie —=dx—...

dx... ist das gleiche wie =V x—...

Beispiel:
Vx mag(x, eiscreme) ist das gleiche wie =3x —-mag(x, eiscreme)

dx mag(x, broccoli) ist das gleiche wie =V x —-mag(x, broccoli)

Informell: Fiir jede Formel F gilt: VxF = —-dx—F; dxF = -Vx—F.

(1) Vx F = —-dx—F
(2) dAx F = =-Vx—F

Theorem. Sei ¥ = (€, 1) eine Signatur. Fiir alle X-Formeln F gilt:
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Eigenschaften von Quantoren

Y distributiert iiber A

Vx(... A...) ist das gleiche wie (Vx...) A (Vx...)
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Eigenschaften von Quantoren

Y distributiert iiber A

Vx(... A...) ist das gleiche wie (Vx...) A (Vx...)

Beispiel
Vx (studiert(x) A arbeitet(x)) ist das gleiche wie

(Vx studiert(x)) N (Vx arbeitet(x))
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Eigenschaften von Quantoren

Y distributiert iiber A

Vx(... A\ ...) ist das gleiche wie (Vx...) A (Vx...)
Beispiel
Vx (studiert(x) A arbeitet(x)) ist das gleiche wie

(Vx studiert(x)) N (Vx arbeitet(x))

Informell: Fiir alle Formeln F, G gilt: Vx(F A G) = VxF A VxG.

Theorem. Sei ¥ = (€, 1) eine Signatur. Fiir alle X-Formeln F, G gilt:
Vx(F N G) = VxF ANVxG

23



Eigenschaften von Quantoren

d distributiert tliber V

dx(... vV ...) ist das gleiche wie (Ix...) Vv (Ix...)
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Eigenschaften von Quantoren

d distributiert tliber V

dx(... vV ...) ist das gleiche wie (Ix...) Vv (Ix...)

Beispiel
dx (gerade(x) V ungerade(x)) ist das gleiche wie
(dx gerade(x)) V (Ix ungerade(x))

25



Eigenschaften von Quantoren

d distributiert uiber V

dx(... V ...) ist das gleiche wie (Ix...) V (Ix...)
Beispiel
dx (gerade(x) V ungerade(x)) ist das gleiche wie

(Ix gerade(x)) V (Ix ungerade(x))

Informell: Fiir alle Formeln F, G gilt: Ax(F VvV G) = AxF Vv AxG.

Theorem. Sei ¥ = (€, 1) eine Signatur. Fiir alle X-Formeln F, G gilt:

dx (FV G)=(3xF) Vv (IxG)
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Eigenschaften von Quantoren

V distributiert NICHT iiber Vv
Vx(... VvV ...) ist NICHT das gleiche wie (Vx...) vV (Vx...)
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Eigenschaften von Quantoren

V distributiert NICHT iiber Vv
Vx(... VvV ...) ist NICHT das gleiche wie (Vx...) vV (Vx...)

Beispiel
Vx (gerade(x) V ungerade(x)) ist NICHT das gleiche wie
(Vx gerade(x)) V (Vx ungerade(x))
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Eigenschaften von Quantoren

V distributiert NICHT iiber Vv
Vx(... V...) ist NICHT das gleiche wie (Vx...) V (Vx...)

Beispiel
Vx (gerade(x) V ungerade(x)) ist NICHT das gleiche wie
(Vx gerade(x)) V (Vx ungerade(x))

( Theorem. Es gibt eine Signatur ¥ = (€2, 1) und X-Formeln F, G mit:
Vx(FV G) # VxF vV VxG

(1) VxF V VxG = Vx(F V G)
L(2) Vx(F V G) = VxF V VxG
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Eigenschaften von Quantoren

3 distributiert NICHT iiber A
Ax(... A...) ist NICHT das gleiche wie (Ix...) A (Ix...)
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Eigenschaften von Quantoren

3 distributiert NICHT iiber A
Ax(... A...) ist NICHT das gleiche wie (Ix...) A (Ix...)

Beispiel

dx (gerade(x) N ungerade(x)) ist NICHT das gleiche wie
(dx gerade(x)) A (Ix ungerade(x))
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Eigenschaften von Quantoren

3 distributiert NICHT iiber A
dx(... A ...) ist NICHT das gleiche wie (3x...) A (Ix...)

Beispiel

dx (gerade(x) A ungerade(x)) ist NICHT das gleiche wie
(Ix gerade(x)) A (Ix ungerade(x))

(Theorem. Es gibt eine Signatur ¥ = (£, ) und X-Formeln F, G mit:
Ax(F A G) Z AxF A AxG

(1) Ax(F A G) = 3IxF N AxG
L(2) AxF A AxG = Ax(F A G)

~
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Zusammenfassung

Wichtige Aquivalenzen
o VxVyF = VyVxF
e dxdyF = dydxF

Vx(F N G) = (VxF) A (VxG)

Ax(F v G) = (IxF) Vv (IAxG)

e VxF = —dx—F -VxF = dx—F
e dxF = —-Vx—F —dxF = Vx—F



Wichtige Aquivalenzen (Zusammenfassung)

VxVyF = VyVxF
dxdyF = dydxF

Vx(F N G) = (VxF) N (VxG)
dx(F VvV G) = (IxF) Vv (IxG)

VxF = —dx—F -VxF = dx—F
AxF = -Vx—F —dxF = Vx—F

Falls x in der Formel H nicht vorkommt, dann:

(VxF(x)) V H = Vx(F(x) V H)
(VxF(x)) A H = Vx(F(x) A H)
(AxF(x)) V H = 3x(F(x) V H)
(AxF(x)) A H = Ix(F(x) A H)
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Zusammenfassung

Aber Vorsicht

Vx3dyF # dyVxF
o JyVxF = Vx3yF
o Vx3yF [~ AyVxF

Vx(FV G) £ (VxF) V (VxG)
o (VxF)V (VxG) = Vx(FV G)
o Vx(FV G) £ VxF VvV VxG

Ax(F A G) Z (IxF) N (IxG)
e Ix(F A G) = (IxF) A (AXG)
e (IxF) A (AxG) t~ Ax(F A G)
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Andere wichtige Aquivalenzen

(FAFY=F (FVF)=F

(ldempotenz)

(FAG)=(GAF)

(FV G) = (G VF)

(Kommutativitat)

(FA(G A H)) = ((FA G) A H)
(FV(GV H)) = ((FV G)V H)

(Assoziativitat)

(FA(FVG) =F
(FV(FAG) =F

(Absorption)

(FA(GVH)=({(FAG)V(FAH))
(FV(GAH)=({(FVG)A(FVH))

(Distributivitat)

(——F)=F

(Doppelte Negation)

—~(F A G) = (=F V —G)
~(FV G) = (=F A =G)

(De Morgan’s Regeln)

(F—> G)E(—lG—>—|F)

(Kontraposition)

(F— G)=(-FVGQG)
F< G=(F—G)AN(G— F)

(Elimination Implikation)

(Elimination Aquivalenz)
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Strukturelle Induction

e fur Terme

e fiir Formeln in Pradikatenlogik
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Strukturelle Induktion: Terme

fMenge Ty (X) der X-Terme:
Die kleinste Menge mit: e X C Ty (X)

Wenn e f €N,
e n ist die Stelligkeit von f
[ t]_,...,tn ~ TZ(X)

dann f(t,...,tn) € Tx(X)




Strukturelle Induktion: Terme

Y =(Q, M

Sei p(t) eine Eigenschaft der ¥-Terme in Pradikatenlogik
Behauptung: Fiir alle Terme t, p(t) gilt

Beweis durch strukturelle Induktion:

Induktionsbasis: Zu zeigen:
p(t) gilt fiir t € X und fiir alle Konstanten.

Sei t ein Term (nicht Variable oder Konstante).
Induktionsvoraussetzung:
p(s) gilt fiir alle Teilterme s von t (mit s # t)

Induktionsschritt: Zu zeigen: p(t) gilt:

Fallunterschied iiber alle f € Q mit t = f(t1,..., tn).
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Strukturelle Induktion: Formeln

Die
o
[ )

(Menge Fors der Formeln iiber 2_:

kleinste Menge, die
Alle atomaren Formeln enthalt,
T € Fory, L € Fory,

Wenn F, G € Fory, dann auch
-F,FANG,FV G F— G,F <+ G € Fory,

Wenn F € Fory und x € X, dann
VxF € Fory,dxF € Fory
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Strukturelle Induktion: Formeln

Sei p(F) eine Eigenschaft der -Formeln in Pradikatenlogik
Behauptung: Fiir alle Formeln F, p(F) gilt
Beweis durch strukturelle Induktion:

Induktionsbasis: Zu zeigen:
p(F) gilt fir F € {T, L} und fiir alle atomaren Formeln.

Sei F eine Formel (nicht atomar oder T oder ).
Induktionsvoraussetzung:
p(G) gilt fiir alle Teilformeln G von F (mit G # F)

Induktionsschritt: Zu zeigen: p(F) gilt:

Fall1 F=-G Fall2 F =GV G
Fall3 F=Gi NG Fall 4 F =G — G
Fall5 F = G; < G Fall6 F =VxG

Fall 7 F =3xG
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Substitutionen und Valuationen

Theorem (Substitutionslemma)
Fiir alle >-Strukturen A, Wertebelegungen 3, >-Formeln F,
Variablen x und Terme t gilt:

A, B = Flt/x] gdw. A, B[x— A(B)(t)] = F
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Substitutionen und Valuationen

Theorem (Substitutionslemma)
Fiir alle >-Strukturen A, Wertebelegungen 3, >-Formeln F,
Variablen x und Terme t gilt:

A, B E Fl[t/x] gdw. A B[x— A(B)(t)] = F

Beweis: Strukturelle Induktion

(nachste Vorlesung)
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