Logik fiir Informatiker
3. Pradikatenlogik
Teil 6
18.06.2019

Viorica Sofronie-Stokkermans
Universitat Koblenz-Landau

e-mail: sofronie@uni-koblenz.de



Organisatorisches

e Klausur: 31.07.2019, 13:00-15:00, Raum D 028
Anmeldung: von 24.06.2019 bis 23.07.2019
Ricktritt bis 24.07.2019

e Nachklausur: 10.10.2019, 9:00-11:00, Raum D 028
(Anfragestatus: noch nicht bestatigt)

Anmeldung: voraussichtlich von 3.09.2019 bis 2.10.2019
Riicktritt: voraussichtlich bis 3.10.2019

e Question/Answer Session: 18.07.2019



Bis jetzt

Syntax
e Pradikatenlogische Signatur
e lerm, Atom, Formel
Semantik
e Pradikatenlogisches Modell
e Auswertung von Formeln in Modellen
e Erfiillbarkeit, Giiltigkeit; Folgerung, Aquivalenz

e Eigenschaften von Quantoren (Vertauschbarkeit untereinander und mit
N, V)

Substitutionslemma

Unentschiedbarkeit der Erfullbarkeit von Formeln



Unser Ziel

Kalkiile zur systematischen Uberpriifung von Erfiillbarkeit

(fiir Formeln und/oder Formelmengen)



Normalformen

Definition. Eine Formel F € Fory ist in Negationsnormalform (NNF), falls:
e — <> kommen in F nicht vor

e jedes Negationszeichen in F steht direkt vor einem Atom (insbes. auch kein ——)

Definition. Eine Formel F € Fors ist bereinigt, falls:
e Keine Variable in F sowohl gebunden als auch frei vorkommt

e Keine Variable mehr als einmal in F quantifiziert ist

Definition: Pranexe Formeln sind von der Form Qi x1 ... Qnx, F, wobei F quantorenfrei,
Q; € {V,3}. Hierbei heiBt Qi x1 . . . Qnx, der Quantorenprifix und F die Matrix der Formel.

Definition. Eine Formel F € Fory ist in Skolemnormalform (SNF), falls:
e F ist in Pranexnormalform

e F enthalt nur universelle Quantoren




Pranexe Normalform

Theorem. Zu jeder Formel F € Fory gibt es eine aquivalente Formel in

Pranexnormalform

Konstruktiver Beweis

(1) Formel in NNF transformieren
1. Elimination von <
2. Elimination von —

3. “Nach innen schieben” von —

— aussagenlogische Umformungen (de Morgans Regeln; ——A = A)
— aVxF(x) = Ax—F(x)
— —=3dxF(x) = Vx—F(x)

(2) Formel bereinigen

(3) Alle Quantoren nach vorne (Reihenfolge unverandert lassen)



Skolemnormalform

Definition. Eine Formel F € Fory ist in Skolemnormalform (SNF), falls:
e F ist in Pranexnormalform

e [ enthalt nur universelle Quantoren



Skolemnormalform

Definition. Eine Formel F € Fory ist in Skolemnormalform (SNF), falls:
e F ist in Pranexnormalform

e [ enthalt nur universelle Quantoren

Beispiele:

In Skolemnormalform
VxVy(p(x) V q(y))

Nicht in Skolemnormalform
Vx p(x) V Vyq(y)
Vx3y (p(x) V q(y))



Skolemisierung

Skolemisierung: Transformation =g:
Vxi,....,xpdyF =5 Vxy,...,xpF[f(x1,...,xn)/y]

wobei f/n ein neues Funktionssymbol (Skolemfunktion).



Skolemisierung

Beispiel

Gegeben:

Vw(3x(p(w, x) vV Vy(q(w,x,y) A3z r(y, 2))))
Pranexnormalform:

VwIxVy3z((p(w, x) V (q(w, x, y) A r(y, 2))))
Skolemisierung: x +— sky(w), z — skz(w, y)

VwVy((p(w, skx(w)) V (q(w, skx(w), y) A r(y, skz(w, y)))))
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Skolemisierung

Zusammen:
F =p G :§5 H
N~ "
pranexe Form pranex, kein 4
p
Theorem:

(2) G erfiillbar
(bzgl. X-Str)

(1) F und G sind aquivalent.

gdw.

Seien F, G und H wie oben angenommen. Dann:

H erfullbar
(bzgl. ¥’-Str)

wobei ¥/ = (Q U SKF, ), wenn ¥ = (Q, ).
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Skolemisierung

rLemma. Sei G =Vxy,...,x,AyGy und H = Vxq, ..., x,Gi[f(x1,...,Xn)/y], A
wobei f ein neues Funktionssymbol (Skolemfunktion) ist.

G erfiillbar (bezgl. -Str.) genau dann, wenn H erfiillbar (bezgl. X’-Str.).

wobei: & = (Q,M) und T/ = (Q U {f}, N).
L J
Beweis: (1) G erfiillbar = H erfiillbar
Sei A eine X-Struktur und 8 : X — U4 mit A(B)(G) = 1.

1=A(B)G) =mina .. a,cu, ABPa — a1, ..., xp = an])(AyGr)

= Ming; ... apeuyMaxpeu  A(B[x1 — a1, ..., xp = an, ¥y = b])(G1)

d.h. fiir alle a1,...,a, € U4 es gibt ein b € U4 mit:
A(B[x1 — a1, ..., xn = an, ¥y — b])(G1) = 1.

Wir definieren eine ¥’-struktur A’, in der alle Funktionen und Pridikate in ¥ wie in A
definiert sind und in der wir fiir alle a1,...,a, € Ua, f(a1,...,an) := b definieren.

Dann A’ (B[x1 +— a1, ..., xn — an))(G1[f(x1,...,xn)/y]) = 1.
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Skolemisierung

rLemma. Sei G =Vx1,...,x,AyGy und H = Vxq, ..., x,Gi[f(x1,...,Xn)/y],
wobei f ein neues Funktionssymbol (Skolemfunktion) ist.

G erfiillbar (bezgl. -Str.) genau dann, wenn H erfiillbar (bezgl. X’-Str.).

LWobei: > =(Q,Mund X = (QuU{f}, N).

Beweis: (2) H erfiillbar = G erfiillbar
Sei A’ eine X’-Struktur und 8 : X — U4, mit A’(B8)(H) = 1.
1=A'(B)(H) = minal,...,anEUA/ A (B[x1 = a1, ..., xn — a)(GL[f(x1, ..., xn)/y])
= minal'_._'aneuA, (B[Xl = a1,...,Xp — an,y — fA/(al, c ey a,,)])(Gl)

d.h. fiir alle a1, ...,a, € Uy es gibtein b= f,s(a1,...,a,) € Uy s mit:
.A(B[Xl = a1,...,Xp — an,y — b])(Gl) = 1.

=mina; ... a,cU 4 Maxpeu s A(B[x1 — a1, ..., xp = an, y = b])(G1) = 1

Dann gilt: A(8)(G)=ming; ... a,cu A(B[x1 = a1, ..., xp = a5])(IyGi)

wobei A ist A’ ohne die Funktion f.
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Skolemisierung

rTheorem:
Seien F, G und H wie oben angenommen. Dann:

(1) F und G sind aquivalent.

(2) G erfiillbar gdw. H erfiillbar

(bzgl. X-Str) (bzgl. ¥’-Str)
wobei ¥/ = (QU SKF, 1), wenn X = (Q, ).

.

Beweisidee: Die Lemma (auf Seiten 12-13) wird sukzessive fiir alle
existentiell quantifizierten Variablen (von links nach rechts) angewandt.



Klauselnormalform (konjunktive Normalform)

Transformationsregeln =k

(1)
(2)
(3)
(4)
(5)
(—V)
(—3)

(F < G)
(F — G)
—(F Vv G)
-(F A G)
——F
- VxF
—dxF

=K

(F—> G)AN (G — F)

(-F V G)

(=F A =G)

(—=F VvV =G)

=

dx—F

Vx—F (NNF)

(P)
(S)

Pranex Normalform

Skolemisierung

(6)
(7)
(8)
(9)
(10)

(FANG)VH
(FAT)
(FA L)
(FVvT)
(Fv 1)

=K
=K
=K
=K
=K

(FV H)AN(GV H)
F

n o+

(KNF)
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Gesamtbild

=p Quvi...Qun G (G quantorenfrei)  Pranexnormalform
= Vxi,...,xm H (H quantorenfrei)  Skolemnormalform
k n;
=k Vxi,...,Xn /\ \/ Ly Skolemnormalform
" =1 =1 mit Matrix in KNF
weglassen ——
Klauseln ¢;
e
N = {G, ..., C} heiBt Klausel(normal)form (KNF) von F.

Merke: Die Variablen in Klauseln sind implizit allquantifiziert.
Falls F freie Variablen enthilt, werden diese Variablen mit Konstanten ersetzt

(F(x) erfillbar gdw. AxF(x) erfiillbar)

Theorem: F ist erfiillbar, gdw. F’ erfiillbar, gdw. N erfiillbar.

Viel Optimierungspotential vorhanden, wenn nur Erfiillbarkeit bewahrt werden mufB

und kann: GroBenexplosion, kleine Stelligkeit von Skolemfunktionen.
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Beispiel

F = EIz((VX(p(u, z, X))) — (Vy(q(z, y) A (Elxr(y,X))))>
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Beispiel

F = EIz((VX(p(u, z, X))) — (Vy(q(z, y) A (Elxr(y,X))))>

Pranexnormalform:

F

3z (~Vxp(ur2,)) V (Y(alz,9) A (Bxr(y. ) )
3z (Ax—p(u, z,x)) V (VYy(q(z, y) A 3xr(y, X))))) (NNF)

Jz( (Ix=p(u, z,x)) V (Yy(q(z, y) A (Fxar(y, X1))))> (Bereinigung)

Az3AxVy3IAxi (—p(u, z, x) V (q(z,y) A r(y, x1))) (Préanexnormalform)
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Beispiel

F = EIz((VX(p(u, z, X))) — (Vy(q(z, y) A (Elxr(y,X))))>

Pranexnormalform:

F =

3z ( (~¥xp(u, 2. )) V (Yy(a(z. y) A @xr(y, x)))))

3z (Ax—p(u, z,x)) V (VYy(q(z, y) A 3xr(y, X))))) (NNF)
Jz( (Ix=p(u, z,x)) V (Yy(q(z, y) A (Fxar(y, X1))))> (Bereinigung)
Az3AxVy3IAxi (—p(u, z, x) V (q(z,y) A r(y, x1))) (Préanexnormalform)

Skolemisierung u — sky, z —+ skz; x = sky; x1 > sky, (v)

=5 Vy(—p(sku, skz, ske) V (q(skz, y) A r(y, skq (¥))))

(Erfullbarkeitsdquivalente Formel in Skolemnormalform)
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Beispiel

F = EIz<(VX(p(u, z, X))) — (VY(Q(Z, y) N (Elxr(y,x))))>

Pranexnormalform:

Fo= 32((Walu 200) v (Y(alz ) A @xrly, ) )
= 32((3xoplu.20) v (W(alzy) A @xlyx)) ) (NNF)
= 3z( @x—p(u, 2, %)) V (¥y(q(z. y) A (Elxlr(y,xl))))> Berdmigns)
= JzaAxVyIxi(—p(u, z,x) V (q(z,y) A r(y, x1))) (Préanexnormalform)

Skolemisierung u — sk, z — sk;; x = sky; x1 — sk, (v)
=5 Vy(=p(sku, skz, ske) V (q(skz, y) A r(y, skq (v))))
(Erfiillbarkeitsdaquivalente Formel in Skolemnormalform)

Skolemnormalform mit Matrix in KNF:
=k Vy((—p(sky, skz, skx) V q(skz, y)) N (—p(sku, Skz, ski) V r(y, sk (¥))))
Klauselmenge: N = {{—p(sky, skz, skx), q(skz, y) }, { =pP(sku, skz, skx), r(y, skx (v))}}
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Zusammenfassung

Normalformen

e NNF
e Pranexe Normalform
e Skolemnormalform

e Klauselhormalform
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Kalkiile

e Resolution

e Semantische Tableaux
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Kalkiile

e Resolution

e Semantische Tableaux
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Resolution fiir Grundklauseln (Mengennotation)

Aussagenlogische Klauseln entsprechen Grundklauseln und umgekehrt.

Resolutionsregel:
Ccu {A} {—lA} U D
cCubD

C U D: Resolvente
A: resolviertes Atom
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Beispielrefutation (Mengennotation)

R S

{=P(f(a)), Q(b)} (gegeben)
{P(f(a)), Q(b)} (gegeben)
{-P(g(b,a)), —Q(b)} (gegeben)
{P(g(b,a))} (gegeben)
{Q(b)} (Res. 2. in 1.)
{—P(g(b,a))} (Res. 5. in 3.)

L (Res. 4. in 6.)
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Resolution fiir Grundklauseln (Klauselnotation)

Resolutionsregel:
CVA -AvV D

cCvD

C V D: Resolvente
A: resolviertes Atom

Faktorisieren:
CVLVL

CvLi

» V' wird in Klauseln als assoziativ und kommutativ aufgefaBt.
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Beispielrefutation (Klauselnotation)

=
=

o 9 =oer Ll s G Y =

—P(f(a)) vV ~P(f(a)) vV Q(b)
P(f(a)) v Q(b)

~P(g(b,a)) v ~Q(b)

P(g(b, a))

—P(f(a)) vV Q(b) vV Q(b)
—P(f(a)) vV Q(b)

Q(b) v Q(b)

Q(b)

~P(g(b, a))

1

(gegeben)
(gegeben)
(gegeben)

(gegeben)
(Res. 2. in 1.)

(Fakt. 5.)
(Res. 2. in 6.)
(Fakt. 7.)
(Res. 8. in 3.)
(Res. 4. in 9.)
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Korrektheit und Vollstandigkeit

Aussagenlogische Resolution ist korrekt und vollstandig.
e Mengennotation: Resolutionsregel

e Klauselnotation: Resolutionsregel + Faktorisieren
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Pradikatenlogische Resolution

Grundidee

Vor Resolutionsschritt durch geeignete Substitution komplementares Paar
von Literalen erzeugen
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Pradikatenlogische Resolution

Grundidee

Vor Resolutionsschritt durch geeignete Substitution komplementires Paar

von Literalen erzeugen

Moglichkeit fiir Resolutionsregel

G U {L} G U {—IL'}
CioU Go

wobel

e die Elternklauseln keine Variablen gemeinsam haben (bereinigt)

— ggf. umbenennen

e o(L) =0o(L")
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Pradikatenlogische Resolution

Grundidee

Vor Resolutionsschritt durch geeignete Substitution komplementares Paar

von Literalen erzeugen

Moglichkeit fiir Resolutionsregel

Ci U{L} G uU{-L"}
CioU Go

wobel

e die Elternklauseln keine Variablen gemeinsam haben (bereinigt)
— ggf. umbenennen

e o(L) =0o(L")

Nachteil: Viel zu viele Substitutionen o mit o(L) = o(L’)
|dee: Wahle die “allgemeinste” Substitution, mit (L) = o(L’)
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Beispiel

{p(x,f(x)),q(f(x))} {—r(f(y)),—aly)}
{p(x,f(x))o,—~r(f(y))o}

L= q(f(x)),L" = a(y)

Nachteil: Viel zu viele Substitutionen o mit o(L) = o(L’):

o1 o1(x) = a, o1(y) = f(a)
o) o2(x) = f(a), o2(y) = f(f(a))
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Beispiel

{p(x.f(x)).q(f(x))} {~r(f(y)).—a(y)}
{p(x.f(x))a,~r(f(y))o}

L=q(f(x)),L" = aly)
Nachteil: Viel zu viele Substitutionen o mit o(L) = o(L’):

o1 o1(x) = a, o1(y) = f(a)
o1 o1(x) = f(a), o1(y) = f(f(a))

|dee: Wahle die “allgemeinste” Substitution, mit (L) = o(L’)

q(f(x)) = a(y) = F(x) =y =
o = [F(x)/y] o(y) = f(x), o(z) =z for z # .

y = f(x)
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Unifikation

? ?
Sei E ={sy = t1,...,5: = tn} (s;, t; Terme oder Atome) eine Menge von
Gleichheitsproblemen.

Definition: Eine Substitution o heiBt ein Unifikator von E g.d.w.
V1i<,/,<n:sjo=to.
Existiert ein Unifikator, so heiBt E unifizierbar.
Definition: o heiBt allgemeiner als 7
o <71 & esgibt Subst.p:co0p="7

wobei (o 0 p)(x) := o(o(x)) die Komposition von o und p als Abbildungen.?

4|st wohldefiniert, weil o o p einen endlichen Bereich hat.
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Beispiel

E = {q(f(x)) = a()}

o1 = [a/x, f(a)/y] ist ein Unifikator von E

oo = [f(a)/x, f(f(a))/y] ist ein Unifikator von E
o = [f(x)/y] ist ein Unifikator von E

o ist allgemeiner als o1 und als o»:

o1 = oo [a/x]
o ola/x](y) = o(y)la/x] = f(x)[a/x] = f(a)
o ola/x](x) = o(x)[a/x] = x[a/x] = a
or = oo [f(a)/x]
o o[f(a)/x](y) = a(y)lf(a)/x] = f(x)[f(a)/x] = f(f(a))
o o [f(a)/x](x) = o(x)[f(a)/x] = x[f(a)/x] = f(a)
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Ein paar simple Fakten

Jeder Term ist mit sich selbst unifizierbar (mittels id)

Terme der Gestalt f(s1,...,sn), f(t1,..., tn) sind unifizierbar g.d.w.
si und t; unifizierbar fir 1 < i <n

Atome der Gestalt p(si,...,sn), p(t1, ..., tn) sind unifizierbar g.d.w.
si und t; unifizierbar fir 1 < i <n

Terme der Gestalt f(s1,...,5n), g(t1, ..., tm) sind niemals unifb.

Atome der Gestalt p(s1,...,sn), g(t1, ..., tn) sind niemals unifb.

Eine Variable x und ein Term t, der x nicht enthalt, sind immer unifb.

(mittels [t/x])

Eine Variable x und ein Term t # x, der x enthialt, sind niemals
unifizierbar

36



Unifikation nach Martelli/Montanari

(1)
(2)
(3)
(4)

(5)

(6)

t=t,E
f(t1, ..., tn), E
?

)=g(.-.), E

?
x=t, E

?
x=t, E

?
t=x, E

= MM E

? ?
= MM s1=1t1,..., shn = tn, E
= MM 1

=>MM X L E[t/x]
falls x € var(E), x & var(t)

=>mMm L
falls x # t, x € var(t)

MM X ; t,E
falls t Z X
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Beispiel 1

{f(g(a, x), gy, b)) = f(x, g(v, w)), f(x, g(v, w)) = f(g(x, a), g(v, b)}

Dum {e(ax) L x gy, b) = g(v, w), x = g(x, a), g(v, w) = g(v, b)}

(:5>)/\/]/\/] 1
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Beispiel 2

{f(g(a,x), gy, b)) = g(x, g(v, w)), f(x, g(v, w)) = f(g(x, a), g(v, b)}

(:3>)/\/]/\/] 1
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Beispiel 3

{f(g(a, x). g(y, b)) = f(z, (v, w)) f(z g(v, w)) = f(g(x, a), g(v, b)}

Q) 22, x) = 2, 2(y, b) = glv.w), z = (x a), g(v, w) = (v b)}

(:4>)I\/I/\/I {z_g(a x), gy, b) = g(V w), g(a, x) = g(x a), g(v,w) = g(v b)}
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Beispiel 3

{f(g(a, x). g(y, b)) = f(z, (v, w)) f(z g(v, w)) = f(g(x, a), g(v, b)}
(=2>)M/\/I {g(a, x) _z g(y, b) g(v, w), z = (X a), g(v, W) (V b)}

(:4>)I\/II\/I {z_g(a x), g(y, b) —g(V w), g(a, x) = g(X a), g(v,w) = g(v b)}
=M {z_g(a,x),yiv,blW,alx,xla,viv,w_b}
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Beispiel 3

{f(g(a,x). g(y, b)) = f(z,g(v, w)), f(z, g(v, w)) = f(g(x, a), g(v, b)}

D {g(a,x) = z,g(y, b) £ g(v,w), z = g(x, a), g(v, w) = an}
Wom {22 g(a,%).8(y, b) £ g(v, w), g(a x) £ g(x,a), g(v, w) = g(v, b)}
= MM {zig(a,x),yiv,blW,alx,xla,vlv,w_b}

= MM {Z;g(a,x),y;v,b;W,a;x,x;a,W;b}
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Beispiel 3

{f(g(a x). g(y. b)) = f(z g(v,w)), f(z, g(v, w)) = f(g(x, a), g(v, b)}

2
(:>)/\/I/\/I

4
(:>)/\/II\/I

{g(a,x) =z, gy, b) = g(v,w), z —g(X a),g(v,w) = g(v b)}
{z = g(a,x), gy, b) = g(v, w), g(a, x) = g(x, a), g(v, w) = g(v, b)

{zig(a,x),ylv,biw,aix,xia,vlv,wib}

{z;g(a,x),y;v,b;W,a;X,x;a,W;b}

7

{z;g(a,a),y;v,b;b,a;a,X:a,W;b}

7

{z;g(a,a),y;v,X:a,W;b}
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Beispiel 3

{ﬂaa@gwbnéﬂzavw»azavw»iaaXang»
B {glax) <z, gy, b) < g(v, w), z-g(x 2), g(v, w) = g(v b)}

Dum {22 g(a.x).8(y.b) < g(v.w), g(a, x) = g(x,a), g(v. w) = g(v, b)

? ? ? ?
:>/\/]/\/] {Z:g(a,X),y:v,b:W,a:x,x:a,v:\/,W:b}

? g ? ? ? ?
:>*/VHVI {Z:g(a,X),y:V,b:W,a:X,X:a,W:b}

? ? ? ? ? ?
:>*MM {Z:g(a,a),y:V,b:b,a:a,X:a’W:b}

=M {z;g(a,a),y;v,xia,wib}

Allgemeinster Unifikator:

[g(a,a)/z,v/y,a/x, b/w]

Vorsicht: a, b sind Konstanten. [g(a, a)/z,v/y,x/a, w/b] ist keine
Substitution!
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Beispiele

r={Q.ny Q={f/2,g/2,a/0,b6/0},11={p/2,q/1}
x,y,z€e X

{p(g(x, a), g(F(x, b). y)) = a(g(F(x. b), y))} ZmL

(weil p # q)
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Beispiele

Y ={Q,N} Q=4{f/2,g/2,a/0,b/0},1 ={p/2,q/1}, x,y,z,ue X

{p(g(y, a), g(f(x, b),2)) = p(z, g(F(g(u,y), b).u),  q(a) = q(y))}

(_—2>)MM {g(y, a) s z, g(f(x,b),z) - g(f(g(u,y), b), u), q(a) - q(y)}

S {zXa(y.3), f(x b)= fla(uy),b), z=u, q(a) = q(y)}
Qv {zZg(v.a), fx,b) < Fg(uy),b).gly.a) L u q(a) < aly)}
(ig)MM {z L g(y,a), x - g(u,y), b ~ p, u= g(ly.a), q(a) = q(y)}
Qo {z2e(y.2), xZguy), u= gy a), a(a)=aqy)}
Qv {zZe(.a), xLe(l.a)y), uZglva). g@)<Lel)}
Qv {zZe(.a), xZglgl.a)y),  uZglya), aZy)
O {zZe(v.a), x=glgly.a)y) u=g(y.a), y=a}
(:@MM {z 2 g(a, a), x L g(g(a, a), a), u= gla,a), y L a}

Allgemeinster Unifikator (mgu): [g(a, a)/z, g(g(a, a),a)/x, g(a,a)/u, a/y]



