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Bis jetzt

Syntax
e Pradikatenlogische Signatur
e lTerm, Atom, Formel x
Semantik
e Pradikatenlogisches Modell
e Auswertung von Formeln in Modellen
e Erfiillbarkeit, Giiltigkeit; Folgerung, Aquivalenz

e Eigenschaften von Quantoren (Vertauschbarkeit untereinander und mit
N, V)

Substitutionslemma

Unentschiedbarkeit der Erfullbarkeit von Formeln



Bis jetzt

Normalformen

e NNF
e Pranexe Normalform
e Skolemnormalform

e Klauselhormalform

Kalkile
e Resolution

e Semantische Tableaux



Pradikatenlogische Resolution

Grundidee

Vor Resolutionsschritt durch geeignete Substitution komplementares Paar

von Literalen erzeugen

Moglichkeit fiir Resolutionsregel

Ci U{L} G uU{-L"}
CioU Go

wobel

e die Elternklauseln keine Variablen gemeinsam haben (bereinigt)
— ggf. umbenennen

e o(L) =0o(L")

Nachteil: Viel zu viele Substitutionen o mit o(L) = o(L’)
|dee: Wahle die “allgemeinste” Substitution, mit (L) = o(L’)



Unifikation

? ?
Sei E ={sy = t1,...,5: = tn} (s;, t; Terme oder Atome) eine Menge von
Gleichheitsproblemen.

Definition: Eine Substitution o heiBt ein Unifikator von E g.d.w.
V1i<,/,<n:sjo=to.
Existiert ein Unifikator, so heiBt E unifizierbar.
Definition: o heiBt allgemeiner als 7
o <71 & esgibt Subst.p:co0p="7

wobei (o 0 p)(x) := o(o(x)) die Komposition von o und p als Abbildungen.?

4|st wohldefiniert, weil o o p einen endlichen Bereich hat.



Unifikation nach Martelli/Montanari

(1)
(2)
(3)
(4)

(5)

(6)

t=t,E
f(t1, ..., tn), E
?

)=g(.-.), E

?
x=t, E

?
x=t, E

?
t=x, E

= MM E

? ?
= MM s1=1t1,..., shn = tn, E
= MM 1

=>MM X L E[t/x]
falls x € var(E), x & var(t)

=>mMm L
falls x # t, x € var(t)

MM X ; t,E
falls t Z X



Beispiel 1

{f(g(a, x), gy, b)) = f(x, g(v, w)), f(x, g(v, w)) = f(g(x, a), g(v, b)}
Dum {e(ax) L x gy, b) = g(v, w), x = g(x, a), g(v, w) = g(v, b)}

(:5>)/\/]/\/] 1



Beispiel 2

{f(g(a,x), gy, b)) = g(x, g(v, w)), f(x, g(v, w)) = f(g(x, a), g(v, b)}

(:3>)/\/]/\/] 1



Beispiel 3

{f(g(a, x). g(y, b)) = f(z, (v, w)) f(z g(v, w)) = f(g(x, a), g(v, b)}
Qo {gax) L z,g(y. b) = g(v.w), z = (x 2), g(v, w) = (v b)}

(:4>)I\/I/\/I {z_g(a x), gy, b) = g(V w), g(a, x) = g(x a), g(v,w) = g(v b)}



Beispiel 3

{f(g(a, x). g(y, b)) = f(z, (v, w)) f(z g(v, w)) = f(g(x, a), g(v, b)}
(=2>)M/\/I {g(a, x) _z g(y, b) g(v, w), z = (X a), g(v, W) (V b)}

(:4>)I\/II\/I {z_g(a x), g(y, b) —g(V w), g(a, x) = g(X a), g(v,w) = g(v b)}
=M {z_g(a,x),yiv,blW,alx,xla,viv,w_b}
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Beispiel 3

{f(g(a,x). g(y, b)) = f(z,g(v, w)), f(z, g(v, w)) = f(g(x, a), g(v, b)}

D {g(a,x) = z,g(y, b) £ g(v,w), z = g(x, a), g(v, w) = an}
Wom {22 g(a,%).8(y, b) £ g(v, w), g(a x) £ g(x,a), g(v, w) = g(v, b)}
= MM {zig(a,x),yiv,blW,alx,xla,vlv,w_b}

= MM {Z;g(a,x),y;v,b;W,a;x,x;a,W;b}
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Beispiel 3

{f(g(a x). g(y. b)) = f(z g(v,w)), f(z, g(v, w)) = f(g(x, a), g(v, b)}

2
(:>)/\/I/\/I

4
(:>)/\/II\/I

{g(a,x) =z, gy, b) = g(v,w), z —g(X a),g(v,w) = g(v b)}
{z = g(a,x), gy, b) = g(v, w), g(a, x) = g(x, a), g(v, w) = g(v, b)

{zig(a,x),ylv,biw,aix,xia,vlv,wib}

{z;g(a,x),y;v,b;W,a;X,x;a,W;b}

7

{z;g(a,a),y;v,b;b,a;a,X:a,W;b}

7

{z;g(a,a),y;v,X:a,W;b}
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Beispiel 3

{ﬂaa@gwbnéﬂzavw»azavw»iaaXang»
B {glax) <z, gy, b) < g(v, w), z-g(x 2), g(v, w) = g(v b)}

Dum {22 g(a.x).8(y.b) < g(v.w), g(a, x) = g(x,a), g(v. w) = g(v, b)

? ? ? ?
:>/\/]/\/] {Z:g(a,X),y:v,b:W,a:x,x:a,v:\/,W:b}

? g ? ? ? ?
:>*/VHVI {Z:g(a,X),y:V,b:W,a:X,X:a,W:b}

? ? ? ? ? ?
:>*MM {Z:g(a,a),y:V,b:b,a:a,X:a’W:b}

=M {z;g(a,a),y;v,xia,wib}

Allgemeinster Unifikator:

[g(a,a)/z,v/y,a/x, b/w]

Vorsicht: a, b sind Konstanten. [g(a, a)/z,v/y,x/a, w/b] ist keine
Substitution!
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Beispiele

r={Q.ny Q={f/2,g/2,a/0,b6/0},11={p/2,q/1}
x,y,z€e X

{p(g(x, a), g(F(x, b). y)) = a(g(F(x. b), y))} ZmL

(weil p # q)
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Beispiele

Y ={Q,N} Q=4{f/2,g/2,a/0,b/0},1 ={p/2,q/1}, x,y,z,ue X

{p(g(y, a), g(f(x, b),2)) = p(z, g(F(g(u,y), b).u),  q(a) = q(y))}

(_—2>)MM {g(y, a) s z, g(f(x,b),z) - g(f(g(u,y), b), u), q(a) - q(y)}

S {zXa(y.3), f(x b)= fla(uy),b), z=u, q(a) = q(y)}
Qv {zZg(v.a), fx,b) < Fg(uy),b).gly.a) L u q(a) < aly)}
(ig)MM {z L g(y,a), x - g(u,y), b ~ p, u= g(ly.a), q(a) = q(y)}
Qo {z2e(y.2), xZguy), u= gy a), a(a)=aqy)}
Qv {zZe(.a), xLe(l.a)y), uZglva). g@)<Lel)}
Qv {zZe(.a), xZglgl.a)y),  uZglya), aZy)
O {zZe(v.a), x=glgly.a)y) u=g(y.a), y=a}
(:@MM {z 2 g(a, a), x L g(g(a, a), a), u= gla,a), y L a}

Allgemeinster Unifikator (mgu): [g(a, a)/z, g(g(a, a),a)/x, g(a,a)/u, a/y]



Unifikation: Haupteigenschaften

Definition. Eine Substitition o heiBt idempotent, wenn o o o0 = 0.

Lemma.
o ist idempotent gdw. dom(o) N codom(o) = (.

-
Theorem.

1. E=yy L gdw. E nicht unfizierbar.

? ?
2. E unifizierbar gdw. E =M XL = ULy .. X = Ug,
mit x; pw. verschieden, x; € var(u;),1 <i,j < k.
* ? ?
3. Ralls E =pp x1 = U1, ..., Xk = U,

mit x; pw. verschieden, x; € var(u;) so

o= [ui/x1,...,ux/xk] ist allgemeinster Unifikator von E.
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Unifikation: Haupteigenschaften

[ Theorem.

E unifizierbar g.d.w. es gibt allgemeinsten Unifikator o von E, so dass:
(1) o idempotent und

(2) dom(o) U codom(o) C var(E).

Notation: o = mgu(E) (,,most general unifier")
\
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Beweisideen

e Falls E =uyum E’, dann o Unifikator von E gdw. o Unifikator von E’. (L habe
keinen Unifikator.)

e Bzgl. =\ irreduzible E sind trivialerweise nicht unifizierbar (E = 1)
oder haben die Form einer idempotenten Substitution. In diesem Fall ist die
Substitution der allgemeinste Unifikator.

e —-\yu ‘terminiert”. Eine geeignete lexikographische Ordnung auf Gleichungs-
mengen E (mit L minimal und kleiner als alle Gleichungsmengen) zeigt dieses.
Man vergleiche in dieser Reihenfolge:

1. Anzahl der definierten Variablen (d.h. Variablen x in Gleichung x ~ t mit
x & var(t)), die auch auBerhalb ihrer Definition in E vorkommen

2. Mengenordnung induziert von (i) der GroBe (Anzahl der Symbole) einer
Gleichung; (ii) bei gleicher GroBe betrachten wir x ~ ¢t Kkleiner als t = x,

falls t & X.

e o ist idempotent wegen der Substitution in Regel 4. dom(c) C var(E), weil
keine neuen Variablen eingefiihrt werden.
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Unifikation

Problem: exponentielles Anwachsen der Terme moglich.

rBeispiel:
? ? ?
E = {Xl = f(Xo,Xo),Xz — f(Xl,Xl), ooy Xn =

xj — kompletter binarer Baum der Hohe /
\

f(Xn—l, Xn—l)}

m.g.u. [x1 — f(x0, x0), x2 — F(f(x0,x0), f(x0,0)), -.-]

Zeit/Raum: exponentiell

Idee: Terme: azyklische Termgraphen
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Pradikatenlogische Resolution

Grundidee

Vor Resolutionsschritt durch geeignete Substitution komplementires Paar

von Literalen erzeugen

Moglichkeit fiir Resolutionsregel

G U {L} G U {—IL'}
CioU Go

wobel

e die Elternklauseln keine Variablen gemeinsam haben (bereinigt)

— ggf. umbenennen

e 0 =mgu(L, L")

20



Beispiel

{L} U G ={p(a x), p(x,x)}
L

{(-L"}Uu G ={-p(y,y)}
N——
L/
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Beispiel

{L} U G ={p(a x), p(x,x)} {=L'}u G ={-p(y.y)}
L L!

Allgemeinster Unifikator von L, L’:

{p(a,x) = p(y,y)} =mm {a=y.x=y}

? ?
= MM {y:a,X:a}

mgu(L,L"): o =1[a/y,a/x]
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Beispiel

{L} U G ={p(a x), p(x,x)} {=L'}u G ={-p(y.y)}
L L!

Allgemeinster Unifikator von L, L’:
? ? ?
{p(a,x) =ply.y)} =mm {a=y,x=y}
? ?
= MM {y = a, X = a}

mgu(L,L"): o =1[a/y,a/x]

G U {L} G U {—lL,}
CioU Goo

R :={p(x,x)}o U{}o ={p(a, a)}
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Beispiel

{L} U G ={p(a x), p(x,x)} {-L'}U G ={~ply.y)}
L LY

Allgemeinster Unifikator von L, L’:

{p(a,x) = p(y,y)} =mm {a=y.x=y}

= MM {y ; a, X ; a}
mgu(L,L’): o =[a/y,a/x]

G U {L} G U {—IL’}
Cio U Gyo

R:={p(x,x)}o U{}o = {p(a, a);

{p(a,x), p(x,x)}  {-ply.y)}
{p(a, a)}
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Pradikatenlogische Resolution

Resolutionsregel in dieser Form alleine unvollstandig fiir Pradikatenlogik
Beispiel:

{{p(x), p(y) ), {=p(u), ~p(v)}

e unerfiullbar

e aber nur Resolventen der Lange 2
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Pradikatenlogische Resolution

Faktorisierung

({Ll ..... Ln} U C)O‘
wobeli

e o allgemeinster Unifikator (MGU) von {Lq, ..., Ln} ist

26



Beispiel fiir Faktorisierung

{p(x).p(y).r(y.z)}

1p(x).r(x,2)}

mgu(p(x), p(y)) = [x/y]
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Beispiel fiir Faktorisierung

RO e =

{P(X){l;%);;: f((j,)z')r§y’2)} mgu(p(x), p(y). p(a)) = [a/x, a/y]
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Beispiel fiir Faktorisierung

{P% )('5)(’5; )(Xr (Zy)}Z )} mgu(p(x), p(y)) = [x/y]
{p(X){'%g'f((j )z’)r}(>y’2)} mgu(p(x), p(y). p(a)) = [a/x, a/y]
{p(b).p(y).p(a),rly.z)}

p(y).p(a),

p(a),

{p(b),p(a), )( )} mgu(p(b), p(y)) = [b/y]
r(a,

p(
),
{p({l;)(b)( r(y. o ) (o), P() = (/]
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Resolutionskalkiil Res fiir allgemeine Klauseln
(Mengennotation)

CuU{A} DU {-A}

(CU D)o falls o = mgu(Ay, A2) [Resolution]
CuU{Ly, L} N
falls o = Li,L Fakt
(CU{Li})o alls o = mgu(Ly, L2)  [Faktorisierung]

Es wird immer implizit angenommen, dass die Variablen in einer der beiden Pramissen
der Resolutionsregel ggfs. (bijektiv) umbenannt werden, so dass sie disjunkt mit denen

der anderen Pramisse sind.
Dieses implizite Umbenennen werden wir nicht formalisieren.
Welche Variablennamen man verwendet ist egal.

Beispielsweise konnte man sich vorstellen, dass am Anfang alle Klauseln paarweise
variablendisjunkt sind und das Unifikatoren so gewahlt werden, dass in ihrem
Wertebereich nur neue Variablen vorkommen.
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Beispiel

1.
2.
3.

{P(x), P(f(x)), ~Q(x)}
{=P(y)}
{P(g(x",x)), Q(x)}

(Gegeben]
(Gegeben]

(Gegeben]
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Beispiel

L

{P(x), P(f(x)), =Q(x)}
{-P(¥)}
{P(g(x",x")), Q(x"")}
{P(f(x)), 7Q(x)}
{-Q(x)}

{Q(x')}

1

Res. 1, 2]
Res. 4, 2]
Res. 3, 2]
Res. 5, 6]

[Gegeben]
[Gegeben]

Gegeben; Bereinigt]

, mgu(P(x), P(y)) = [x/y]

,mgu(P(y), P(f(x))) = [f(x)/y]
,mgu(P(y), P(g(x’,x"))) = [g(x", x"")/y
,mgu(Q(x), Q(x")) = [x/x"]
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Resolutionskalkiil Res fiir allgemeine Klauseln
(Klauselnotation)

CV A DV —A;

(CV D)o falls o = mgu(Ay, Ay) [Resolution]

cvhvh fall (Li.Ls)  [Faktorisierung]
alls o = mgu(Ly, aktorisierun

(CV L))o gultt, k2 g

Es wird immer implizit angenommen, dass die Variablen in einer der beiden Pramissen
der Resolutionsregel ggfs. (bijektiv) umbenannt werden, so dass sie disjunkt mit denen

der anderen Pramisse sind.
Dieses implizite Umbenennen werden wir nicht formalisieren.
Welche Variablennamen man verwendet ist egal.

Beispielsweise konnte man sich vorstellen, dass am Anfang alle Klauseln paarweise
variablendisjunkt sind und das Unifikatoren so gewahlt werden, dass in ihrem
Wertebereich nur neue Variablen vorkommen.
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Beispiel

1.
2.
3.

P(x) VvV P(f(x)) VvV =Q(x)
—P(y)
P(g(x",x)) vV Q(x)

(Gegeben]
(Gegeben]

(Gegeben]
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Beispiel

I L G

P(x) VvV P(f(x)) VvV -Q(x)
—P(y)

P(g(x",x")) v Q(x")
P(f(x)) V ~Q(x)

—~Q(x)

Q(x")

1

Res. 1, 2
Res. 4, 2
Res. 3, 2]
Res. 5, 6]

[Gegeben]
[Gegeben]

(Gegeben; Bereinigt]

,mgu(P(x), P(y)) = [x/y]

,mgu(P(y), P(f(x))) = [f(x)/y]
,mgu(P(y), P(g(x",x"))) = [g(x". x"")/y]
,mgu(Q(x), Q(x")) = [x/x"]
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Wichtig: Haufige Fehlerquellen

e Das Bereinigen (Umbenennen) nicht vergessen!
e Das Faktorisierungen (falls méglich) nicht vergessen!

e Selbstresolution ist moglich!
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Notation

Sei N eine Klauselmenge und
Res(N) = NU{R | R ist eine Resolvente zweier Klauseln aus N

oder Resultat der Faktorisierung einer Klausel aus N}

Res(N) = N
Res"™(N) = Res(Res"(N))

Res*(N) = |J,.n Res"(N)

neN

(bezeichnet die Vereinigung der Ergebnisse aus aller moglichen Resolutions- und

Faktorisierungsschritte auf N)
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Resolution: Korrektheit und Vollstandigkeit

Theorem (Korrektheit)
Fiir eine Menge N von Klauseln gilt: Falls 1. € Res*(N), so N unerfiillbar.

Beweis (ldee): Wie bei Aussagenlogik.

Theorem (Vollstandigkeit)
Fiir eine Menge N von Klauseln gilt: Falls N unerfiillbar, so L € Res™(N).

Idee: Reduktion auf Vollstandigkeit der Resolution fiir Grundklauseln (also
Aussagenlogischer Resolution).

— Herbrandinterpretationen
Details: nachste Vorlesung
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