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Resolutionskalkiil Res fiir allgemeine Klauseln
(Mengennotation)

CU{Al} DU{—lAQ}

(CU D)o falls o = mgu(Ay, A2) [Resolution]
C U {L].! LZ} N
fall — L, L Fakt
(CU{Li})o alls o = mgu(Ly, L2)  [Faktorisierung]

Es wird immer implizit angenommen, dass die Variablen in einer der beiden Pramissen
der Resolutionsregel ggfs. (bijektiv) umbenannt werden, so dass sie disjunkt mit denen

der anderen Pramisse sind.

Dieses implizite Umbenennen werden wir nicht formalisieren.

Welche Variablennamen man verwendet ist egal.



Notation

Sei N eine Klauselmenge und
Res(N) = NU{R | R ist eine Resolvente zweier Klauseln aus N

oder Resultat der Faktorisierung einer Klausel aus N}

Res(N) = N
Res"™(N) = Res(Res"(N))

Res*(N) = |J,-n Res"(N)

neN

(bezeichnet die Vereinigung der Ergebnisse aus aller mdglichen Resolutions- und

Faktorisierungsschritte auf N)



Resolution: Korrektheit und Vollstandigkeit

Theorem (Korrektheit)
Fiir eine Menge N von Klauseln gilt: Falls 1. € Res*(N), so N unerfiillbar.




Resolution: Korrektheit

Theorem (Korrektheit)
Fiir eine Menge N von Klauseln gilt: Falls 1. € Res*(N), so N unerfiillbar.

Beweis (ldee):
Wie bei Aussagenlogik.

Einzelne Regelanwendung erhalt die Erfiillbarkeit der Klauselmenge.

Auch dies einfach zu beweisen wie in Aussagenlogik (beachte dabei:

Variablen in Klauseln sind universell quantifiziert).




Resolution: Korrektheit

Theorem (Korrektheit)
Fiir eine Menge N von Klauseln gilt: Falls 1. € Res*(N), so N unerfiillbar.

Beweis:
Annahme: A =G VL, AE GV -l (dh. AEVx(G VL), AEVX(G VL))

Sei 0 = mgu(Ly, Ly).
Zu zeigen: A = Vx(C VvV G)o.

Sei 3 beliebig.
AB)(CG V G)o) = A(Boo)(G VvV G) (Substitution-Lemma)

e Fall1: A(Boo)(C) =1. Dann A(B)((C1 V G)o) = 1.

e Fall 2: A(B o o)(CG) = 0. Laut Annahme, A(B o o)(CG V L1) = 1, so
A(B O O')(Ll) — 1. Dann: A(B O O')(LQ) == .A(B)(LQO‘) == .A(B)(Lla) =
A(Boo)(Ly) = 1. Also: A(B o o)(—Ly) =0.

Aber A(B O O‘)(CQ\/—ILQ):]., SO .A(B O O‘)(CQ):]. Dann A(B)((C]_\/CQ)O'):].



Resolution: Vollstandigkeit

Theorem
Fiir eine Menge N von Klauseln gilt: Falls N unerfiillbar, so L € Res™(N).

Idee: Reduktion auf Vollstandigkeit der Resolution fiir Grundklauseln (also
Aussagenlogischer Resolution).

— Herbrandinterpretationen



Herbrand-Interpretationen

Q enthalte immer mindestens ein Konstantensymbol.

Definition. Herbrand-Interpretationen (iiber ¥) sind X-Strukturen A mit:

1. Uag = Ts Menge der Grundterme, d.h. variablenfreien Terme iiber X
(U4 : Herbrand-Universum)

2. fa:(si,...,8n)—~f(s1,...,8n), f/n €
d.h. vorgegeben sind Terme als Daten und Funktionen als Termkonstruktoren.

Variabel sind nur die Interpretationen der Pradikatensymbole pa C Ty, pm € T

Satz.
Jede Menge von Grundatomen / identifiziert genau eine Herbrand-Interpretation A durch

(s1,...,Sn) € pa genau dann, wenn p(si,...,s,) €/

Im folgenden werden wir daher nicht zwischen Herbrand-Interpretationen (iiber ¥) und
Mengen von 2-Grundatomen unterscheiden.



Herbrand-Interpretationen als Mengen von
Grundatomen

Beispiel:

e Sei A eine Herbrand Interpretation mit:
pa ={(a, b), (f(a),f(b)), (f(f(a)), f(f(b)))} und
g4 ={a, f(a), (f(a)), f(f(f(a))), ...}
Dann sind folgende Grundatome wahr in A:
p(a, b), p(f(a) f(b)), p(f(f(a)) f(f(b))).
q(a), q(f(a)), q(f(f(a)), q(f(f(f(a)))). ...

Sei | die Menge dieser Grundatome. [/ identifiziert A.

e Sei I’ ={p(a, b), p(b a), q(b), q(f(b)), q(f(f(b)))}.
I’ identifiziert die Herbrand interpretation A’ mit:

par = {(a,b), (b, a)} und
qur = {b, F(b), F(F(b))}.



Existenz von Herbrand-Modellen

Definition. Eine Herbrand-Interpretation I heiBt Herbrand-Modell von F,
falls I = F.

(Theorem [Herbrand] Sei N eine Menge von ¥-Klauseln.
N erfiillbar g.d.w. N hat Herbrand-Modell (iiber ¥)

g.dw. Gy (N) hat Herbrand-Modell (iiber ¥)
wobei

Gy (N) = {Co Grundklausel | C e N, o : X — Ty}

kdie Menge der Grundinstanzen von N ist.

[Beweis spater im Zusammenhang mit dem Vollstandigkeitsbeweis fiir
Resolution.]



Herbrand-Interpretationen als Mengen von
Grundatomen

Beispiel:
T pres = ({0/0,5/1,+/2}, {< /2,< /2})
Herbrand-Interpretation iiber 2 p,es
I={ 0<0, 0<5s(0), 0<5s(s(0)), ...,
0+0<0, 0+0<s(0), ...,
..., (s(0)+0)+s(0) <s(0)+ (s(0) +s(0))

s(0) + 0 < s(0) + 0 + 0 + s(0)
.
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Beispiel fur Gs

Bzgl. > p,es erhalt man fiir

C=(x<y)V(y < s(x))
folgende Grundinstanzen:

(0 <0) Vv (0<s(0))
(s(0) <0) Vv (0 < s(s(0)))

(s(0) + s(0) < s(0)+0) Vv (s(0)+0 < s(s(0) +s(0)))
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Resolution: Vollstandigkeit

Theorem (Volistindigkeit)
Fiir eine Menge N von Klauseln gilt: Falls N unerfiillbar, so L€ Res*(N).

Beweisplan:

1. Sei N eine unter Res saturierte Menge allgemeiner Klauseln, d.h.
Res(N) C N. Dann ist auch Gy (N) saturiert.

Beweis: “Lifting-Lemma”

2. Sei N eine Menge von 2 -Klauseln.
N erfiillbar g.d.w. N besitzt Herbrand-Modell iiber ..

3. Sei N Menge allgemeiner Klauseln mit Res(N) C N. Dann
N = 1 genau dann, wenn L € N.
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Resolution: Vollstandigkeit

Theorem (Volistindigkeit)
Fiir eine Menge N von Klauseln gilt: Falls N unerfiillbar, so L€ Res*(N).

Beweisplan:

1. Sei N eine unter Res saturierte Menge allgemeiner Klauseln, d.h.
Res(N) C N. Dann ist auch Gy (N) saturiert.

Beweis: “Lifting-Lemma”

2. Sei N eine Menge von > -Klauseln.
N erfiillbar g.d.w. N besitzt Herbrand-Modell iiber ..

3. Sei N Menge allgemeiner Klauseln mit Res(N) C N. Dann
N = 1 genau dann, wenn 1 € N.
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Lifting-Lemma

-
Lemma. Falls

Co Do
C/
dann gibt es 7, so dass

C D
C

Lund C’ = C"'7.

[aussagenlogische Resolution]

[allgemeine Resolution]

Entsprechend fiir Faktorisieren.
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Lifting-Lemma: Beweis

Beweis (ldee)

Sei C=C VL, D=GCV-lL,.
Co=CoV Lo, Do = GoV -lso.
Lioc = Lyound C' = (G VvV G)o.

L1, Lo unifizierbar. Sei p = mgu(Li, L2).

Die Resolvente C’’ ist dann (C; V G)p.

p ist allgemeiner als o, d.h. es gibt eine Substitution 7 mit o(x) = 7(p(x))
fur alle x € X.

Cl'r = (Cl V C2)p7‘ = (Cl V CQ)O‘ = C’.
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Saturiertheit von Mengen allgemeiner Klauseln

Sei N eine Klauselmenge und
Res(N) = NU{R | R ist eine Resolvente zweier Klauseln aus N

oder Resultat der Faktorisierung einer Klausel aus N}

Res(N) = N
Res"™(N) = Res(Res"(N))

Res*(N) = |J,-n Res"(N)

neN

(bezeichnet die Vereinigung der Resolventen aus aller mdglichen Resolutionsschritte
auf N)
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Saturiertheit von Mengen allgemeiner Klauseln

)
Theorem.

Sei N eine unter Res saturierte Menge allgemeiner Klauseln, d.h.
Res(N) C N. Dann ist auch Gy (N) saturiert, d.h.

Res(Gz(N)) C Gz (N).
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Saturiertheit von Mengen allgemeiner Klauseln

Theorem.
Sei N eine unter Res saturierte Menge allgemeiner Klauseln, d.h.

Res(N) C N. Dann ist auch Gy (N) saturiert, d.h.
Res(Gx(N)) C Gz (N).

. J

Beweis. Sei C’ € Res(Gs(N)). D.h. es gibt: (i) Grundinstanzen Co und Do’ von N
mit Resolvente C’, oder (ii) Grundinstanz Co s.d. C’ durch Faktorisierung abgeleitet.

(i) Ist C’ Resolvente, so kénnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass 0 = o”’.

(Nur wenn C und D nicht variablen-disjunkt waren, kdnnte dies schiefgehen.
Dann aber diirfen und miissen wir die Variablen in einer Klausel umbenennen.)

Wegen des Lifting-Lemmas sind C und D resolvierbar mit einer Resolvente C”’
so dass C’'17 = C’, fiir eine geeignete Substitution 7. Weil C’* € N nach

Voraussetzung, ist C’ € Gsg(N).

(i) Analog fiir den Fall, dass C’ durch Faktorisierung abgeleitet wurde.
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Satz von Herbrand

 Theorem (Herbrand)
Sei N eine Menge von 2 -Klauseln.

N erfiillbar g.d.w. N besitzt Herbrand-Modell iiber 2

"

Beweis:
‘<" trivial
NEL = 1 ¢&Res™(N) (Res. korrekt)
= 1 & Gsg(Res™(N))
= Gy (Res™(N)) hat ein ('aussagenlogisches’) Modell
= Gy (Res™(N)) hat ein Herbrand Modell |

= | |= Res™(N) (I Herbrand-Modell)
=1 =N (N C Res™(N))
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Korrektheit und Vollstandigkeit der allgemeinen
Resolution

( Theorem
Sei N Menge allgemeiner Klauseln mit Res(N) C N. Dann:

N = L genau dann, wenn L € N
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Korrektheit und Vollstandigkeit der allgemeinen
Resolution

( Theorem
Sei N Menge allgemeiner Klauseln mit Res(N) C N. Dann:

N = L genau dann, wenn L € N

Proof: “<«<=" trivial

“=-:" Sei N Klauselmenge mit Res(N) C N.
Dann Res(Gs(N)) C Gs(N) (Theorem Seite 19)

Annahme: N = L. Dann Gy (N) | L (Wir haben gezeigt, dass Gs(N) = L = Gz (N)
hat Herbrand Modell / und I = N)

Aber Gy (N) = L gdw. L € Gs(N) (aussag.log. Resol. vollstandig + korrekt).
Es ist leicht zu sehen, dass 1 € Gx(N) gdw. L € N.
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Resolution: Vollstandigkeit

Theorem (Volistindigkeit)
Fiir eine Menge N von Klauseln gilt: Falls N unerfiillbar, so L€ Res*(N).

Beweis:
Sei M = Res™(N). Dann Res(M) C M. So: M =1 gdw. L€ M.
Widerspruchsbeweis:

Annahme: L & Res™(N). Dann Res™(N) ~L, d.h. Res™(N) hat ein Modell A.
Da N C Res®(N), A= N, dh. N EL.
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Pradikatenlogische Resolution: Beispiel (1)

Gegeben die Formel F:

(VxVy(p(x,y) = q(x, y))A

VxVy(r(x,y) — s(x,y))

) —

(VxVy((3z(p(x,z) A r(z,y))) —
(3z(q(x, z) A's(z,y)))))

)

Gezeigt werden soll die Allgemeingiiltigkeit von F mittels Resolution

25



Pradikatenlogische Resolution: Beispiel (2)

Dazu zeigen wir die Unerfiillbarkeit von —F:

=((VxVy(p(x,y) = q(x, y))A
VxVy(r(x,y) — s(x,y))
) —
(VxVy((Jz(p(x,2) A r(z,y))) —
(3z(q(x, z) As(z,y))))
))

Diese Formel muss zunachst in Klauselnormalform transformiert werden
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Pradikatenlogische Resolution: Beispiel (3)

Elimination der Implikationen:

~(=(VxVy(=p(x, y) V q(x, y))A
VxVy(=r(x,y) V s(x, y))
) V
(VxVy(=(3z(p(x, z) A r(z, ¥)))V
(Fz(q(x, z) ANs(z,y))))
))

27



Pradikatenlogische Resolution: Beispiel (4)

AuBere Negation nach innen schieben:

(VxVy(=p(x,y) V q(x, y))A
VxVy(—=r(x,y) V s(x,y))
) A
—(VxVy(—=(3z(p(x, z) A r(z,y)))V
Az(q(x, z) A's(z,y)))
)

28



Pradikatenlogische Resolution: Beispiel (5)

Negation an den Allquantoren vorbei:

((VxVy(=p(x,y) V q(x, y))A
VxVy(=r(x,y) Vs(x,y))
) A
(IxAy—=(=(3z(p(x, z) A r(z,y)))V
dz(q(x, z) A s(z,y)))
))

29



Pradikatenlogische Resolution: Beispiel (6)

De Morgan:
((YXVy(=p(x,y) V q(x, y))A
VxVy(=r(x,y) Vs(x, y))
) A
(Ax3y((Fz(p(x, 2) A r(z, ¥)))A
—3z(q(x, z) A s(z,y)))

)
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Pradikatenlogische Resolution: Beispiel (7)

Negation am Quantor vorbei:

(YXVy(=p(x, y) V q(x, y))A
VxVy(=r(x,y) V s(x, y))
) A
(AxFy ((Fz(p(x, 2) A r(z, ¥)))A
Vz—(q(x, z) A s(z,y)))

)
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Pradikatenlogische Resolution: Beispiel (8)

De Morgan
((YxVy(=p(x,y) V q(x, y))A
VxVy(=r(x,y) V s(x, y))
) A
(Ax3Iy((Fz(p(x, 2) A r(z, ¥)))A
Vz(-q(x, z) V =s(z, y)))

)

Nun ist die Formel in Negationsnormalform
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Pradikatenlogische Resolution: Beispiel (9)

Bereinigen der Formel fiihrt zu:

(VxVy (=p(x, y) Valx, y )N
Vx'Vy'(=r(x, y") V s(x’, y'))
) A
(3x3y”((Fz(p(x", 2) A r(z, y"")))N
VZ'(~q(x”, 2") vV —s(2", y"")))

)
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Pradikatenlogische Resolution: Beispiel (10)

Da die Formel bereinigt und in NNF ist, kann man alle Quantoren nach

vorne ziehen:
VxVyVx'Vy’Ax"" Ay’ AzV 2’ (

(=p(x, ¥) V q(x, y))A
(=r(x" y") vV s(x', y'))
p(x’, z)A

r(z, y"” )N\

(mq(x". 2") v =s(2’, y"))

)

Nun ist die Formel in Pranexnormalform, die Matrix der Formel ist auch
schon in konjunktiver Normalform
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Pradikatenlogische Resolution: Beispiel (11)

Skolemisieren:

xX'"—= f(x,y, x"y"), y'—=gxy x",y'), z—= h(x,y,x"y")

VxVyVx'Vy'Vz/(

(—p(x,¥) V a(x, y))A

(=r(x" y") vV s(x, y'))

p(f(x,y, x" y"), h(x, y, x", y" )N
r(h(x,y,x",y"), g(x,y, x", y")IA

(—q(f(x, ¥, x",y"),2") vV =s(2', g(x, y, x", y")))

)
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Pradikatenlogische Resolution: Beispiel (13)

In Klauselmengenschreibweise:

{-p(x.¥), a(x,y)}

{=r(x", y"), s(x", y")}

{p(f(x,y,x",y"), h(x, ¥y, x", y")) }

{r(h(x,y, x",y"), g(x,y,x", y'))}

{—a(f(x,y. x" y"). 2"), =s(2’, g(x, y, x", y"))}

U
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Pradikatenlogische Resolution: Beispiel (14)

{-p(x. ), a(x,y)}

{=r(x",y"), s(x", y")}

{p(f(x,y, x",y"), h(x, ¥, x", y")) }

{r(h(x,y, x",y"), g(x,y,x", y'))}
{—a(f(x,y,x",y"),2"), =s(z', g(x,y, x", y')) }

U

Resolution der Klauseln 1. und 3. Dazu zunachst Umbenennung der
Variablen x, y in 3., um die Klauseln variablendisjunkt zu machen

1: {-p(x,y). q(x,y)} 3" :{p(f(u,v,x",y’"), h(u,v,x" y’))}
6: {q(f(u,v,x",y"), h(u,v,x',y’))}

Verwendeter MGU: [f(u, v, x’, y")/x, h(u, v, x", y")/y]
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Pradikatenlogische Resolution: Beispiel (15)

{-p(x. ), a(x,y)}

{=r(x", y"), s(x", y")}

{p(f(x,y,x",y"), h(x, ¥, x", y")) }

{r(h(x,y, x",y"), g(x,y,x", y'))}
{—a(f(x,y,x",y"),2"), =s(z', g(x,y, x", y")) }
{q(f(u,v,x",y"), h(u, v, x", y"))}

Resolution der Klauseln 2 und 4. Dazu zunachst Umbenennung der

o & gs 89 N

Variablen x’, y’ in 4, um die Klauseln variablendisjunkt zu machen

2: {or(xy") s(x"y")y 47 {r(h(x,y,uv) g(x,y,u,v))}
7: {s(h(x,y, u,v) g(x,y uv))}

Verwendeter MGU: [h(x, y, u,v)/x", g(x,y, u,v)/y’]
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Pradikatenlogische Resolution: Beispiel (16)

{=p(x,¥). q(x,y)}

{=r(x", y"), s(x", y')}

{p(f(x,y,x",y"), h(x, ¥, x", y")) }

{r(h(x,y, x",y"), g(x,y,x", y'))}
{—a(f(x,y,x",y"),2"), =s(z', g(x,y, x", y")) }
{q(f(u,v,x",y"), h(u, v, x", y")}

{s(h(x,y,u v), g(x,y,u v))}

N o o & W b=

Resolution der Klauseln 5 und 6. Dazu zunachst Umbenennung der
Variablen x’, y’ in 6, um die Klauseln variablendisjunkt zu machen.

5: {=q(f(x.y,x".y"). 2"), =s(z/. g(x. y. x". y" )} 6: {q(f(u,v,u",v"), h(u,v,u", v')}
8: {—s(h(u,v,u’,v’), g(u,v,u’,v’))}

Verwendeter MGU: [u/x, v/y,u’/x",v'/y", h(u,v,u’,v")/Z’]
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Pradikatenlogische Resolution: Beispiel (17)

{-p(x.y) a(x,y)}

{=r(x", y"), s(x", y")}

{p(f(x,y,x",y"), h(x, ¥, x", y")) }

{r(h(x,y, x",y"), g(x,y,x", y'))}
{—a(f(x,y,x",y"),2"), =s(z', g(x,y. x", y")) }
{q(f(u,v,x",y"), h(u, v, x", y"))}

{s(h(x,y,u v), g(x y, uv))}
8. {-s(h(u,v,u",v'), g(u,v,u,v"))}

Resolution der Klauseln 7 und 8. Dazu zunachst Umbenennung der

N o o &2 b=

Variablen u, v in 8, um die Klauseln variablendisjunkt zu machen.

7: {s(h(x,y,u v). g(x,y,uv))} 8 : {=s(h(u”, v, u",v') g(u”,v" ", v"))}
1

Verwendeter MGU: [u”’ /x, v/ [y, u’ Ju, v’ /V]
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Pradikatenlogische Resolution: Beispiel (18)

Damit ist die leere Klausel | abgeleitet,

also ist die Klauselmenge unerfiillbar,
also ist die Formel —F unerfullbar,

also ist die Formel F allgemeingiiltig

(Korrektheit des Resolutionskalkiils)
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Pradikatenlogische Resolution

e Zu zeigen: F (un)erfiillbar
Pranexnormalform, Skolemnormalform, KNF, Resolution
Falls L hergeleitet werden kann: F unerfiillbar

e Zu zeigen: F allgemeingiiltig
Zeige, dass —F unerfiillbar ist.

e Zu zeigen: {F1,F,... Fo} EF
Zeige, dass F1 A Fo A --- A Fy A = F unerfiillbar ist.
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Zusammenfassung: Pradikatenlogische Resolution

Pradikatenlogische Resolutionsregel
Faktorisierung

Kombination von Resolution und Faktorisierung
Haufige Fehlerquellen

Korrektheit und Vollstandigkeit

Beispiel
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Kalkiile

e Resolution

e Semantische Tableaux
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Der aussagenlogische Tableaukalkiil

Wesentliche Eigenschaften
e Widerlegungskalkiil: Testet auf Unerfiillbarkeit
e Beweis durch Fallunterscheidung

e Top-down-Analyse der gegebenen Formeln
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Der aussagenlogische Tableaukalkiil

Vorteile
e Intuitiver als Resolution
e Formeln miussen nicht in Normalform sein

e Falls Formelmenge erfiillbar ist (Test schlagt fehl), wird ein
Gegenbeispiel (eine erfiillende Interpretation) konstruiert

Nachteile

e Mehr als eine Regel
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Formeltypen

Konjunktive Formeln: Typ «

——F
FAG

-(FV G)
—-(F — G)

Zuordnungsregeln Formeln / Unterformeln

o a1 a2
FAG F G
-(FVG) | -F -G
—-(F — G) F -G
——F F
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Formeltypen

Disjunktive Formeln: Typ 3
e (FAG)
o FVG
o F—> G

Zuordnungsregeln Formeln / Unterformeln

s B B
FVv G F G
F— G - F G
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Regeln des (aussagenlogischen) Tableaukalkiils

o PAq
|
a1 Konjunktiv p
|
0%, q
8 pVq
Disjunktiv / 0\
Br | B2
P q
¢
b | B
—¢ Widerspruch
N |
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Instanzen der o und 3-Regel

Instanzen der a-Regel

PAQ (P V Q)
P -P
Q -Q

Instanzen der 3-Regel

PV Q@ (P A Q)

(P — Q)

P | Q =P | =Q

P— Q

P | Q

_I_IP
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Zusatzlich: Pradikatenlogische Formeltypen

universell existentiell
gt (1) 0 o(t)
VxF F[t/x] AxF F[t/x]
—dxF —lF[t/X] -V xF —lF[t/X]
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Zusatzlich: Pradikatenlogische Tableauregeln

v-Regel

Vxq(x)
(0 universell |
q(t)

wobei t ein beliebiger Term ist.

d-Regel
5(F d existentiell e )/1|, 200l
(F(y1,-1¥n)) G CZ TS 7 I PR 7
wobei f eine neue Skolemfunktion ist, und y;, ..., y, die freien Variablen in ¢
sind.

Skolemisierung ist also ein Bestandteil des Kalkiils und wird nicht als ein
Vorverarbeitungsschritt vorausgesetzt. Aber natiirlich konnte man ebensogut vorher
Skolemisieren, was auch Vorteile haben kann.
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Instanzen der v und 0-Regel

Instanzen der y-Regel

VxF(x) —3IxF(x)

F(t) —F(t)
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Instanzen der v und 0-Regel

Instanzen der y-Regel

VxF(x) —3IxF(x)
F(t) —F(t)

Instanzen der /-Regel

AxF(x,y1,...,¥n) —VxF(X,y1,.--,Yn)
F(f(y1,---,¥n), Y1, -2 Yn) —F(f(y1,---,¥n), Y1,---2Yn)
wobei f eine neue Skolemfunktion ist und y1, ..., y, die freien Variablen in

AxF(x, y1,---,yn) (resp. VxF(x, y1,...,¥yn)) sind.
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Determinismus der Regeln

a- und 3-Regeln

deterministisch (wie in Aussagenlogik)
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Determinismus der Regeln

a- und 3-Regeln

deterministisch (wie in Aussagenlogik)

v-Regel
e hochgradig nicht-deterministisch
e muss fiir Vollstindigkeit mehrfach angewendet werden (pro Ast)

e Grund fiir Nicht-Terminierung
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Determinismus der Regeln

a- und 5-Regeln

deterministisch (wie in Aussagenlogik)

v-Regel
e hochgradig nicht-deterministisch
e muss fiir Vollstindigkeit mehrfach angewendet werden (pro Ast)

e Grund fiir Nicht-Terminierung

0-Regel
e nicht-deterministisch

e muss dennoch nur einmal pro Ast und Formel angewendet werden
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Beispiel

1.

—[AwVx p(x, w, f(x, w)) — AwVxIy p(x, w, y)]
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Beispiel

1.
2.
3.

—[AwVx p(x, w, f(x, w)) — AwVxIy p(x, w, y)]
AwVx p(x, w, f(x, w))
—AwVxIy p(x, w, y)

11 [a]
12 [Oé]
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Beispiel

—[AwVx p(x, w, f(x, w)) — AwVxIy p(x, w, y)]
AwVx p(x, w, f(x, w))

—AwVxIy p(x, w, y)

Vx p(x, a, f(x, a))

-

—Vx3y p(x, a, y)

Question: How to choose the terms in the «-rule?

11 [«
12 [Oz
2(a) [d]

3(a) I
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Beispiel

—[AwVx p(x, w, f(x, w)) — AwVxIy p(x, w, y)]
AwVx p(x, w, f(x, w))

—AwVxIy p(x, w, y)

Vx p(x, a, f(x, a))

—Vx3y p(x, a, y)

o Gl s 09 =

-3y p(b, a, y)

Question: How to choose the terms in the «-rule?

11 [
1 [
2(a) [d]
3(a) [7]

5(b) [9]
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Beispiel

—[AwVx p(x, w, f(x, w)) — IwVx3Ay p(x, w, y)]
AwVx p(x, w, f(x, w))

—AwVxIy p(x, w, y)

Vx p(x, a, f(x, a))

=Vx3y p(x, a, y)

—3dy p(b, a, y)

p(b, a, f(b, a))

—p(b, a, f(b, a))

e =1oen il =s LY L =

closed

Question: How to choose the terms in the «-rule?

11 [
1> [
2(a) [d]
3(a) [V]
5(b) [d
4(b) [v.

6(f(b, a)) [7]
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Beispiel

Sei ¥ = (Q, ) eine Signatur, Q = {f/1}, N = {p/2, q/1}, X eine Menge
von Variablen und x, y € X.

Sei F die folgende pradikatenlogische Formel in der Signatur X:
( dx Vy (p(x, y) A q(x))) A (—| (Elx(p(x, f(x))) A 3Ix q(x)) )

Zu zeigen: F unerfiillbar
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Beispiel

1. ( dx Yy (p(x,y) A q(x)>> A <ﬁ (Elx(p(x, f(x))) A 3Ix q(x)> )
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Beispiel

1. < dx Vy (p(x, y) A q(x))) A (—. (Elx(p(x, f(x))) A 3Ix q(x)) )
2. 3y (pley) A a() ) 11, 0]
3. - (3x(p(x, £(x))) A 3x q(x)) 12, a]
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Beispiel

|

(3 vy (st Aat) ) A (= (3x(ple ) A 3x a)) )
dx Vy (p(X, y) A q(X)))

- (Elx(p(x, £(x))) A 3x q(x))

Vy (p(ske ) A a(sk)) )

[11, o]
[12, o]

2, 9]
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Beispiel

1. ( 3x Vy (p(x,y) A q(x))> A (ﬁ (3x(p(x. F(x))) A 3x q(x)) )

2. 3y (pley) A a() ) 11, ol
5 (3x(p(x, £(x))) A 3x q(x)) 15, o]
4. Vy (P(Skx, y) A q(skx)>> [2, ]

/ \

5. —3x (p(x, F(x)))[31, 8] 6.~3xq(x)[32. ]
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Beispiel

L (3w (e Aa) ) A (= (3x(ee 00) A 3x () )
2. dxVy (p(X, y) A q(x))) [11, o]
3. — (3x(p(x, £(x))) A 3x q(x)) 15, a]
4.y (p(skay) A q(skx))) 2, 6]
/ \
5. =3x(p(x, f(x)))[31, O] 6.—3xq(x)[32. B]
7. —p(skx, f(sk<)) [5,7] 11.-q(sk«) [6,7]

Question: How to choose the terms in the ~-rule?
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Beispiel

1. < dx Vy (p(x, y) A q(x))) A (—. (Elx(p(x, f(x))) A dx q(x)) )
2. 3y (pley) A a() ) 11,0
3. — (3x(p(x, £(x))) A 3x q(x)) [12, a]
4. Vy(p(ske y) A q(skx))) 2, 0]
/ \
5. =3x(p(x, f(x))) [31, B] 6.—3dxq(x) [32, 5]
7.7p(sky, f(sky)) [5, v] 11.—q(sky) [6, V]
8.p(skx, f(sky)) A q(sky) [4, ] 12.p(sky, f(sky)) N q(sks) [4,7]

Question: How to choose the terms in the ~-rule?
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Beispiel

|

2. dxVy (p(X, y) A q(X)))
3. — (3x(p(x, £(x))) A 3x q(x))
4.y (p(ske,y) A q(skx)))

/
5. —Elx(p(x, f(x))) [31, 5]
7."P(5kx: f(Skx)) [5' 7]

8.p(skx, f(skx)) A q(skx) [4,7]
9.p(sky, f(sky)) [81, ]
10.q(sky) 82, @]

Question: How to choose the terms in the ~-rule?

( Ax Vy (p(X, y) A q(x))) A (ﬂ (EIX(,D(X, f(x))) A 3x q(x)) )

\
6.—3xq(x) [32, 5]
11-_‘q(5kx) [61’7]

12.p(skx, f(skx)) A q(skc) [4, 7]
13.p(sky, f(skx)) [121, o]
14.q(sk, ) [12,, a]

[11, o]
[12, o]

2, 9]
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Beispiel

|

2. dxVy (p(X, y) A q(X)))
3. — (3x(p(x, £(x))) A 3x q(x))
4.y (p(ske,y) A q(skx)))

/
5. —Elx(p(x, f(x))) [31, 5]
7."P(5kx: f(Skx)) [5' 7]

8.p(skx, f(skx)) A q(skx) [4,7]

9.p(skx, f(sky)) [81, o]
1O-q(5kx) [82' O‘]
1

Question: How to choose the terms in the ~-rule?

( Ax Vy (p(X, y) A q(x))) A (ﬂ (EIX(,D(X, f(x))) A 3x q(x)) )

\
6.—3xq(x) [32, 5]
11-_‘q(5kx) [61’7]

12.p(skx, f(skx)) A q(skc) [4, 7]

13.p(sky, f(skx)) [121, o]
14.q(sky) [125, o]
1

[11, o]
[12, o]

2, 9]
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Wahl der Terme in der v-Regel

Problem: Es ist sehr schwierig, zu “raten”, welche Instanzen im Beweis

nutzlich sind.

Idee:

e Substitutionsregel auf Unifikatoren komplementidrer Formeln be-

schranken!

e ~-Regel fiihren nur freien Variablen ein (Tableaus mit freien Variablen)

Freie Variablen (Dummies, Platzhalten) werden 'bei Bedarf’ (bei

Abschluss) instantiiert (wie bei Resolution).

Wir sprechen von einem AMGU-Tableau, wenn die Substitutionsregel nur
fiir Substitutionen o angewendet wird, fiir die es einen Pfad in T mit
Literalen —A und B gibt, so daB o = mgu(A, B).
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Tableaus mit freien Variablen

Semantische Tableaux mit freien Variablen
Neue v-Regel

_0
Y(y)

universell

wobei y eine neue freie Variable ist

Neue Abschlussregel

Ly

—L5
T Widerspruch

wobei L1, L, unifizierbare Literale.

Vxq(x)

q(y)

p(y)

—p(a)

mgu: [a/y]
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Tableaus mit freien Variablen

Semantische Tableaux mit freien Variablen
Neue ~-Regel

0
Y(y)

universell

wobei y eine neue freie Variable ist

Neue Abschlussregel

L1

—L5
— T Widerspruch

wobei Lq, L> unifizierbare Literale.

Vxq(x)

q(y)

p(y)

—p(a)

mgu: [a/y]

Nota bene: Allgemeinster Unifikator von Li, L, wird auf das ganze Tableau

angewendet.
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Beispiel 1: Tableau mit freien Variablen

1. —[3wVx p(x, w, f(x,w)) — IwVxAy p(x, w, y)]
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Beispiel 1: Tableau mit freien Variablen

1.
2.
3.

—[AwVx p(x, w, f(x,w)) — AwVxIy p(x, w, y)]
AwVx p(x, w, f(x, w)) [11, o]
—AwVxAy p(x, w, y) [12, o]
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Beispiel 1: Tableau mit freien Variablen

= B9 Y =

=[AwVx p(x, w, f(x, w)) — IwVx3Ay p(x, w, y)]
AwVx p(x, w, f(x, w)) [11, o]
—AwVxIy p(x, w, y) [12, o

Vx p(x,a, f(x, a)) [2(a), d
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Beispiel 1: Tableau mit freien Variablen

-

—[AwVx p(x, w, f(x, w)) — IwVx3Ay p(x, w, y)]

AwVx p(x, w, f(x, w)) [11, A
—AwVxIy p(x, w, y) [12, o
Vx p(x, a, f(x, a)) [2(a), d

=Vx3y p(x, v1,y) [3(v1), v
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Beispiel 1: Tableau mit freien Variablen

o Gl s 09 =

—[AwVx p(x, w, f(x, w)) — IwVx3Ay p(x, w, y)]

AwVx p(x, w, f(x, w)) [11, o]
—AwVxIy p(x, w, y) [12, A
Vx p(x, a, f(x,a)) [2(a), 9]
=Vx3y p(x, vi,y) [3(v1), 7]

—3y p(b(v1), v1, y) [5(b(v1)), 9]
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Beispiel 1: Tableau mit freien Variablen

R R A

—[AwVx p(x, w, f(x, w)) — IwVx3Ay p(x, w, y)]

AwVx p(x, w, f(x, w)) [11, o]
—AwVxIy p(x, w, y) [12, A
Vx p(x, a, f(x,a)) [2(a), 9]
=Vx3y p(x, vi,y) [3(v1), 7]
—3y p(b(v1), v1, ) [5(b(v1)), 9]

p(v2, a, f(v2, a)) [4(v2), 7]
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Beispiel 1: Tableau mit freien Variablen

1. —[AwVx p(x,w, f(x,w)) — AwVxIy p(x, w, y)]

2. AwVx p(x, w, f(x, w)) 11,
3. —3AwVx3y p(x, w,y) [12, @
4. Vx p(x,a, f(x,a)) [2(a), 9]
5. =Vx3y p(x,v1, ) [3(v1), 7]
6. —dy p(b(v1), v1,y) [5(b(v1)), 6]
7. p(va, a, f(v, a)) [4(v2), 7]
8. —p(b(vy),vi, v3) [6(v3), 7]

7. und 8. sind (modulo Unifikation) komplementar:

Vo L b(v1), a L vi, f(wv2,a) L V3

ist 16sbar mit mgu o = [a/v1, b(a)/v2, f(b(a), a)/v3] und somit ist To ein
geschlossenes (lineares) Tableau fiir Formel 1.



Beispiel 2: Tableau mit freien Variablen

1, (@xVy(p(x, y) A a(x))) A (=(@x(p(x, f(x))) A Ixq(x)))

2. EIxVy(P(Xyl)’) N q(x))

3. = (3x(p(x, f (l))) A 3xq(x))

4, Vy(p(skx, yl) N q(skx))

5. p(skx. y1 )I N q(skx)

6. p(skl, 1)

7. — q(slkx)
8. ~(3x(p(x, f(x))) 31. ] 9\ —~3xq(x)
10. ﬁp(xl,l f(x1)) 81, 7] 11. ﬁq}X2)

j }

[11,
[12,
[21.
[41,
51,

(59,

[91.

{p(ske, y1) = p(x1, F(x1), qske) = q(x0)} =hm {1 = sk, y1 = F(ske), x0 = sk}

o=[skx/x1, f(skx)/y, sks/x2] wird auf das ganze Tableau augewendet
— Schluss beider Aste.
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