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Bis jetzt

e Syntax (Formeln)

e Semantik
Wertebelegungen /Valuationen /Modelle
Auswertung von Formeln / Wahrheitstabellen
Giiltigkeit und Erfiillbarkeit
Folgerung, Aquivalenz

o Kalkiile
Wahrheitstafelmethode
Aquivalenzumformung

nicht sehr effizient.
Unser Ziel

Kalkiil(e) zur systematischen Uberpriifung von Erfiillbarkeit
(fiir Formeln und/oder Formelmengen)



Bis jetzt

e Normalformen
Atome, Literale, Klauseln
Konjunktive und Disjunktive Normalform
Ablesen von DNF und KNF aus Wahrheitstafeln

Umformen in KNF/DNF Mengenschreibweise
Subsumption

e SAT-Problem (Erfiillbarkeitsproblem)
SAT
— Erfiillbarkeitsproblem fiir DNF Formeln
— k-SAT: 3-SAT vs. SAT
— Horn Formeln



Unser Ziel

Kalkiil(e) zur systematischen Uberpriifung von Erfiillbarkeit

(fiir Formeln und/oder Formelmengen)
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(fiir Formeln und/oder Formelmengen)

1. Formeln in KNF (Mengen von Klauseln)
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Unser Ziel

Kalkiil(e) zur systematischen Uberpriifung von Erfiillbarkeit

(fiir Formeln und/oder Formelmengen)

1. Formeln in KNF (Mengen von Klauseln)
Resolution
2. Formelmengen

Semantische Tableaux



Motivation

(=P)AN(Q)AN(PVR)AN(QVS)AN(TV-W)A(=SV U
(-UV-TVPV-Z)A(—QV SV UV W)

Implikationen
P —

—Q
P— R
QR—S

W —T
S—>U
uT,Z—>P
QS U—-W

Klauseln

- P

Q

PV R

—QVS

WV T

SV U

UV -TV-ZLVP
—QV-SV-UVW

Markierte Atome und Erklarung:

{Q}

initialer Fakt wegen — Q@

Q— T



Motivation

(=P)AN(Q)AN(PVR)AN(QVS)AN(TV-W)A(=SV U
(-UV-TVPV-Z)A(—QV SV UV W)

Implikationen
P —

—Q
P— R
QR—S

W —T
S—>U
uT,Z—>P
QS U—-W

Klauseln

—P

Q

PV R

S

-Wv T

SV U
-~Uv-TvV-ZLVP
-SVv-UV W

Markierte Atome und Erklarung:

{Q@} initialer Fakt wegen — Q



Motivation

(=P)AN(Q)AN(PVR)AN(QVS)AN(TV-W)A(=SV U
(-UV-TVPV-Z)A(—QV SV UV W)

Markierte Atome und Erklarung:

Implikationen MOUSSIE pom  fifitielier Bl wamen =5 @
P — =4 {Q,S} wegen Q@ — S
— Q Q
P— R —PV R
Qs >
W — T WV T
S U -Sv U

uT,Z— P -Uv-TV-LVP
Q.S U—=W -Sv UV W

Qr— T
S— T
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Motivation

(=P)AN(Q)AN(PVR)AN(QVS)AN(TV-W)A(=SV U
(-UV-TVPV-Z)A(—QV SV UV W)

Markierte Atome und Erklarung:

Implikationen MOUSSIE pom  fifitielier Bl wamen =5 @
P — =4 {Q,S} wegen Q@ — S
— Q Q
P— R —PV R
Qs >
W — T -WvV T
S—-U u

u,T,Z— P -Uv-TV-ZVP
Q,§,U—>W —|U\/W

Qr— T
S— T
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Motivation

(=P)AN(Q)AN(PVR)AN(QVS)AN(TV-W)A(=SV U
(-UV-TVPV-Z)A(—QV SV UV W)

Implikationen
P —

—Q

P— R
Q—>S

W — T

Klauseln
-P

Q
-PV R

WV T

U

UV --TV-ZVP
-Uv W

Markierte Atome und Erklarung:

{Q} initialer Fakt wegen T — Q O T
{Q. S} wegen Q — S S T
{Q,S,U} wegenS — U Uis T
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Motivation

(=P)AN(Q)AN(PVR)AN(QVS)AN(TV-W)A(=SV U
(-UV-TVPV-Z)A(—QV SV UV W)

Implikationen
P —

—Q

P— R
Q—>S

W — T

Klauseln
- P
Q

-PV R

-Wv T

-TvVvV-—-ZVP

Markierte Atome und Erklarung:

{Q} initialer Fakt wegen T — Q O T
{Q. S} wegen Q — S S T
{Q,S,U} wegenS — U Uis T
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Motivation

(=P)AN(Q)AN(PVR)AN(QVS)AN(TV-W)A(=SV U
(-UV-TVPV-Z)A(—QV SV UV W)

Implikationen
P —

—Q

P— R
Q—>S

Klauseln
-P

Q
-PV R

Markierte Atome und Erklarung:

{@Q} initialer Fakt wegen T — Q@
{Q. 5}

{Q. S, U}
{Q,S, U, W}

wegen Q — S
wegen S — U

wegen Q,S, U — W

Q+— T
S— T
U— T
Wi— T
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Motivation

(=P)AN(Q)AN(PVR)AN(QVS)AN(TV-W)A(=SV U
(-UV-TVPV-Z)A(—QV SV UV W)

Markierte Atome und Erklarung:

Implikati KIl |
IR atsen {Q} initialer Fakt wegen T — Q Q+— T
P — - P
{Q,S} wegen Q — S S— T
— Q Q
{Q,5, U} wegenS — U U— T
{Q,S, U, W} wegen Q,S,U—->W W — T
Q—S S
- {Q,S, U, W, T} wegen W — T T— T
W — T T
S—-U U
urtT,z—P -~ZV P
QS U—-W %
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Motivation

(P)A(Q)AN(-PVR)A(mQV S)A(TV-W)A(=SV U)A
(-UV-TVPV-Z)AN(—QV SV UV W)

Implikationen
P —

— Q

P— R

Klauseln

~P

Markierte Atome und Erklarung:

{Q} initialer Fakt wegen T — Q Q— T
{Q,S} wegen Q — S S T
{Q,S, U} wegenS — U U— T
{Q,S, U W} wegen Q,S,U—- W W~ T
{Q,S, U W, T} wegen W — T T— T

Modell:
A(Q) = A(S) = A(U) = A(W) = A(T) = 1
A(P) = A(R) = A(Z) = 0

Markierte Atome: wahr; nicht markierte Atome: falsch.
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Bemerkung

Horn Klauseln:

Klauselschreibweise:

Mengenschreibweise:

P,P1...P,— Q@

P]_...Pn_>Q

17



Verallgemeinerung?

Syllogismus (in der ersten Vorlesung erwihnt):

P P— C
C

Mengenschreibweise: 1-Resolution (unit resolution)

1Py {~PYUC i-P;y {PYUC

C C

18



Verallgemeinerung?

Nicht geeignet fiir Erfiillbarkeitsiiberpriifung beliebiger Klauselmengen:

Die Klauselmenge

M = {{P1, P}, {P1,=P>},{=P1, P2}, {=P1,-P>}}

ist nicht erfiillbar, aber mit 1-Resolution ist aus M nichts ableitbar, also
auch nicht L.
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Verallgemeinerung?

Nicht geeignet fiir Erfiillbarkeitsiiberpriifung beliebiger Klauselmengen:

Die Klauselmenge

M = {{P1, P2},{P1,=P2},{—P1, P2}, {—P1,~P2}}

ist nicht erfiillbar, aber mit 1-Resolution ist aus M nichts ableitbar, also
auch nicht L.

Ziel: Kalkiil mit der Eigenschaft dass:
(1) falls M unerfiillbar L ist aus M ableitbar
(2) falls L aus M ableitbar, M unerfiillbar.

. v

— Der Resolutionkalkiil

20



Der aussagenlogische Resolutionkalkiil

Wesentliche Eigenschaften

e Widerlegungskalkiil: Testet auf Unerfiillbarkeit

21



Der aussagenlogische Resolutionkalkiil

Wesentliche Eigenschaften
e Widerlegungskalkiil: Testet auf Unerfiillbarkeit

e Voraussetzung: Alle Formeln in konjunktiver Normalform
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Der aussagenlogische Resolutionkalkiil

Wesentliche Eigenschaften
e Widerlegungskalkiil: Testet auf Unerfiillbarkeit

e Voraussetzung: Alle Formeln in konjunktiver Normalform

e Eine einzige Regel
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Der aussagenlogische Resolutionkalkiil

Wesentliche Eigenschaften

e Widerlegungskalkiil: Testet auf Unerfiillbarkeit

e Voraussetzung: Alle Formeln in konjunktiver Normalform
e Eine einzige Regel

e Operiert auf Klauseln (in Mengenschreibweise)

24



Resolutionskalkiul

Definition: Resolutionsregel (einzige Regel des Kalkiils)

C1U{P} {—IP}U @
Gt UG

wobei
e P eine aussagenlogische Variable

e (1, G, Klauseln (kénnen leer sein)

Definition:

C1 U G, heiBt Resolvente von C; U {P}, G U{—-P}

25



Resolutionskalkiul

Definition: Resolutionsregel (einzige Regel des Kalkiils)

C1U{P} {—IP}U @
Gt UG

wobei
e P eine aussagenlogische Variable

e (1, G, Klauseln (kénnen leer sein)

Definition:

C1 U G, heiBt Resolvente von C; U {P}, G U{—-P}

—|C1—>P P—>C2

—|C1—>C2

26




Resolution: Beispiel

Gegeben die Klauselmenge:

M = {{P1, P2}, {P1,=P>},{=P1, P2}, {=P1,—P>}}
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Resolution: Beispiel

Gegeben die Klauselmenge:

M = {{P1, P2}, {P1,=P>},{=P1, P2}, {=P1,—P>}}

Resolution:
{P1, P2} {P1, P2}

28



Resolution: Beispiel

Gegeben die Klauselmenge:

M = {{P1, P2}, {P1,=P>},{=P1, P2}, {=P1,—P>}}

Resolution:
{P1, P2} {P1, P2}

{P1}
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Resolution: Beispiel

Gegeben die Klauselmenge:

M = {{P1, P2}, {P1,=P>},{=P1, P2}, {=P1,—P>}}

Resolution:
{P1, P2} {P1, P2}

{P1}
{=P1, P2} {—P1,—P>}
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Resolution: Beispiel

Gegeben die Klauselmenge:

M = {{P1, P2}, {P1,=P>},{=P1, P2}, {=P1,—P>}}

Resolution:
{P1, P2} {P1, P2}

{P1}
{=P1, P2} {=P1,—P2}
{—P1}
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Resolution: Beispiel

Gegeben die Klauselmenge:

M = {{P1, P2}, {P1,=P>},{=P1, P2}, {=P1,—P>}}

Resolution:
{P1, P2} {P1, P2}

{P1}
{=P1, P2} {—=P1,—P>}
{—P1}

{P1} {—Pi}
1
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Resolution: Beispiel

Gegeben die Klauselmenge:

M = {{P1, P2}, {P1,=P>},{=P1, P2}, {=P1,—P>}}

Resolution:
{P1, P2} {P1, P2}

{P1}
{=P1, P2} {—=P1,—P>}
{—P1}

{P1} {—-P1}
1

Insgesamt: M FRes L

also: M unerfillbar
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Resolution: Weiteres Beispiel

Zu zeigen:
(P—>Q)— ((Q—>R)—(P—R))

ist allgemeingiiltig
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Resolution: Weiteres Beispiel

Zu zeigen:
(P—>Q)— ((Q—>R)—(P—R))

ist allgemeingiiltig

Dazu zeigen wir, dass

—[(P—> Q) = (R > R)—(P—R))]

unerfillbar ist.
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Resolution: Weiteres Beispiel

Zu zeigen:
(P—>Q)— ((Q—>R)—(P—R))

ist allgemeingiiltig

Dazu zeigen wir, dass

—[(P—> Q) = (R > R)—(P—R))]

unerfillbar ist.

—-(A — B) —-(—=AV B)

(P—>QANA—-((Q—R)—(P—R)) A B

(P—>QAN(QR—R)AN—(P— R))

(P—>QAN(Q—R)APA-R
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Resolution: Weiteres Beispiel

Zu zeigen:
(P—>Q)— ((Q—>R)—(P—R))

ist allgemeingiiltig

Dazu zeigen wir, dass
—[(P—> Q) = (R > R)— (P—R))]

unerfiullbar ist.

Klauselnormalform:

{{=P, Q}, {~Q. R} {P} {-R}}

37



Resolution: Weiteres Beispiel

Klauselnormalform:

M= {{=P,Q}.{~Q R}, {P} {~R}}
Ableitung der leeren Klausel aus M:

(1) {—P,Q} gegeben
(2) {—Q,R} gegeben
(3) {P} gegeben
(4) {-R} gegeben



Resolution: Weiteres Beispiel

Klauselnormalform:

M = {{-P, Q} {-Q. R}, {P},{—R}}

Ableitung der leeren Klausel aus M:

(1)
(2)
(3)
(4)
(5)

1P, Q}
1~Q. R}
1P}
{—R}
{Q@}

gegeben
gegeben
gegeben
gegeben
aus (1) und (3)
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Resolution: Weiteres Beispiel

Klauselnormalform:

M= {{=P,Q}.{~Q R}, {P} {~R}}
Ableitung der leeren Klausel aus M:

(1) {—P,Q} gegeben
(2) {—Q,R} gegeben
(3) {P} gegeben
(4) {-R} gegeben
(5) {Q} aus (1) und (3)
(6) {R} aus (2) und (5)



Resolution: Weiteres Beispiel

Klauselnormalform:

M= {{=P,Q}.{~Q R}, {P} {~R}}
Ableitung der leeren Klausel aus M:

(1) {—P,Q} gegeben
(2) {—Q,R} gegeben
(3) {P} gegeben
(4) {-R} gegeben
(5) {Q} aus (1) und (3)
(6) {R} aus (2) und (5)
(7) L aus (4) und (6)



Resolution: Bemerkungen

Vorsicht bei Klauseln mit mehreren Resolutionsmoglichkeiten

e /wei Klauseln kdnnen mehr als eine Resolvente haben
z.B.: {A B} und {—-A, =B}

e {A B,C} und {—A, =B, D} haben NICHT {C, D} als Resolvente

42



Resolution: Bemerkungen

Vorsicht bei Klauseln mit mehreren Resolutionsmoglichkeiten

e /wei Klauseln kdnnen mehr als eine Resolvente haben
z.B.: {A B} und {—-A, =B}

e {A B,C} und {—A, =B, D} haben NICHT {C, D} als Resolvente

Heuristik: Immer moglichst kleine Klauseln ableiten

43



Notwendigkeit der Mengenschreibweise

Die Menge
E={P1V =P, =P1V Py, =P1V =P, P1V P}

ist unerfillbar.
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Notwendigkeit der Mengenschreibweise

Die Menge
E={P1V =P, =P1V Py, =P1V =P, P1V P}

ist unerfillbar.

Es gibt folgende Resolutionsmdglichkeiten (ohne Mengenschreibweise)

PiVv P, =-P1VP, P1V-P, -PIVP, P1V-P, -PLV-P, P1V-P, PLVP;
—Py V P, —P1 V P, —Py VvV P, PV Py

--PrvP, -PLV-aP, =PiVP, PrVvP, =PtV —aP, PPLVP, =PiV-P Pi1VP
-P1 VvV —P; P>V P -P1V P —P> VvV P

45



Notwendigkeit der Mengenschreibweise

Die Menge
E={P1V =P, =P1V Py, =P1V =P, P1V P}

ist unerfillbar.

Es gibt folgende Resolutionsmdglichkeiten (ohne Mengenschreibweise)

PiVv P, =-P1VP, P1V-P, -PIVP, P1V-P, -PLV-P, P1V-P, PLVP;
—Py V P, —P1 V P, —Py VvV P, PV Py

--PrvP, -PLV-aP, =PiVP, PrVvP, =PtV —aP, PPLVP, =PiV-P Pi1VP
-P1 VvV —P; P>V P -P1V P —P> VvV P

Auf diese Weise ist L nicht herleitbar
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Ohne Mengenschreibweise

Resolutionsregel:

Ci VP -PV G
C1 VvV G

Faktorisieren:
CVLVL

CVvL

47



Resolution mit Faktorisierung

Die Menge
E={P1V-Py,—~P1V Py,mP1V =P, P1V P}

ist unerfullbar.

Es gibt folgende Resolutionsmdglichkeiten (mit Faktorisieren)

PiV P, =-P1VP, P1V—-P -PIVP, P1V-P, -PLV-P, P1V-P, PV P

—P vV P -P1 VvV P —Py VvV =P PV P
SPLV Py, —PLN =Py =PV Py PLNVPy =P\ =Py PLV Py, =PV P, PV P
-P1 VvV —P; P>V P -P1V P —P> VvV P
Prv P —-P1V-PL PVP, —=PV-P
Py —P; P, ~P,
P, Py

1
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Resolution: Beispiel

Gegeben die Klauselmenge:

M = {{P1, P2}, {P1,=P>},{=P1, P2}, {=P1,—P>}}

Resolution:
{P1, P2} {P1, P2}

{P1}
{=P1, P2} {—=P1,—P>}
{—P1}

{P1} {—-P1}
1

Insgesamt: M FRes L

also: M unerfullbar
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Resolution

Ziele:
e Formalisieren, was M FRres L bedeutet

e Zeigen, dass M Fres L gdw. M unerfiillbar.

50



Resolution

Sei F eine Klauselmenge und

Res(F) = F U{R | R ist eine Resolvente zweier Klauseln aus F}
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Resolution

Sei F eine Klauselmenge und

Res(F) = F U{R | R ist eine Resolvente zweier Klauseln aus F}

Res®(F) = F
Res" ™ (F) = Res(Res"(F))

Res*(F) = |J,-n Res"(F)

neN

(bezeichnet die Vereinigung der Resolventen aus aller mdglichen Resolutionsschritte
auf F)
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Resolution

Sei F eine Klauselmenge und

Res(F) = F U{R | R ist eine Resolvente zweier Klauseln aus F}

Res®(F) = F
Res" ™ (F) = Res(Res"(F))

Res*(F) = |J,-n Res"(F)

neN

(bezeichnet die Vereinigung der Resolventen aus aller mdglichen Resolutionsschritte
auf F)

Notation: Falls C € Res™(F), so schreiben wir F Fres C.
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Resolution

Sei F eine Klauselmenge und

Res(F) = F U{R | R ist eine Resolvente zweier Klauseln aus F}

Res®(F) = F
Res"™1(F) = Res(Res"(F))

Res*(F) = |J,-n Res"(F)

neN

(bezeichnet die Vereinigung der Resolventen aus aller mdglichen Resolutionsschritte
auf F)

Notation: Falls C € Res*(F), so schreiben wir F Fres C.
Definition: Beweis fiir C (aus F): Cy, ... C,, wobei:
C. G

Ch = C und fiir alle 1 < i < n: (C; € F oder C; Resolvente fiir % mit
J1. j2<i).

54



Resolution: Weiteres Beispiel

Klauselnormalform:

M = {{-P, Q} {-Q. R}, {P},{—R}}

(1) {—P,Q} gegeben

(2) {—Q,R} gegeben

(3) {P} gegeben

(4) {-R} gegeben

(5) {Q} aus (1) und (3)

(6) {R} aus (2) und (5)
Beweis fiir { R} aus M



Resolution: Weiteres Beispiel

Klauselnormalform:

M = {{-P, Q} {-Q. R}, {P},{—R}}

(1) {—P,Q} gegeben
(2) {—Q,R} gegeben
(3) {P} gegeben
(4) {-R} gegeben
(5) {Q} aus (1) und (3)
(6) {R} aus (2) und (5)
(7) L aus (4) und (6)

Beweis fiir | aus M (Widerspruch)



Resolution: Korrektheit und Vollstandigkeit

Theorem (Korrektheit)
Fiir eine Menge M von Klauseln gilt: Falls M Fres L, so M unerfiillbar.

Falls aus M die leere Klausel durch Resolution herleitbar ist, ist M unerfiillbar (es gibt
keine Wertebelegung A in der alle Klauseln in M wahr sind).

Aquivalent:

Falls M erfillbar ist, ist die leere Klausel durch Resolution nicht herleitbar.

Theorem (Vollstindigkeit)
Fiir eine Menge M von Klauseln gilt: Falls M unerfiillbar, so M FRresL.

Falls M unerfiillbar ist (d.h. es gibt keine Wertebelegung A in der alle Klauseln in M
wahr sind), ist die leere Klausel aus M durch Resolution herleitbar.

Aquivalent:

Falls aus M die leere Klausel durch Resolution nicht herleitbar ist, ist M erfillbar.
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Resolution: Korrektheit

Theorem (Korrektheit)
Fiir eine Menge M von Klauseln gilt: Falls M Fres L, so M unerfiillbar.
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Resolution: Korrektheit

Theorem (Korrektheit)

Fiir eine Menge M von Klauseln gilt: Falls M Fres L, so M unerfiillbar.

Bewels

(1) Wir zeigen, dass falls C € Res*(M), so M = MU {C}.
(Theorem auf Seite 63). (NB: M U {C}: Notation fiir M A C.)

(2) Es folgt, dass falls M FRres L, so L€ Res* (M), d.h. M= MU {L}.

(3) Aber M U {_L} ist unerfiillbar, deshalb ist auch M unerfiillbar.
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Resolution: Korrektheit

Theorem (Korrektheit)

Fiir eine Menge M von Klauseln gilt: Falls M Fres L, so M unerfiillbar.

Beweis
(1) Wir zeigen, dass falls C € Res*(M), so M = MU {C}.
(Theorem auf Seite 63). (NB: M U {C} Notation fiir M A C.)
(2) Es folgt, dass falls M FRres L, so L€ Res* (M), d.h. M= MU {L}.
(3) Aber M U {_L} ist unerfiillbar, deshalb ist auch M unerfiillbar.

Erklarung 1: Falls M = {G, ..., C,} so MU { L} ist eine Notation fiir
GAN---NC, NL AberGA---NC,ANL =1,s0ist GGA---NC, AN L
unerfiillbar (also auch MU {L1}). Da M = MU {_L}, ist auch M unerfiillbar.
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Resolution: Korrektheit

Theorem (Korrektheit)
Fiir eine Menge M von Klauseln gilt: Falls M Fres L, so M unerfiillbar.

Bewels

(1) Wir zeigen, dass falls C € Res*(M), so M = MU {C}.
(Theorem auf Seite 63). (NB: M U {C} Notation fiir M A C.)

(2) Es folgt, dass falls M FRres L, so L€ Res*(M), d.h. M= MU {L}.
(3) Aber MU {_L} ist unerfiillbar, deshalb ist auch M unerfiillbar.

Erklarung 1: Falls M = {G, ..., C,} so M U {L} ist eine Notation fiir
GAN---NC, ANL Aber Gz AN---NC, NL = 1,s0ist C; A---NC, N L
unerfiillbar (also auch MU {L1}). Da M = MU {_L}, ist auch M unerfiillbar.

Erklarung 2: Es gibt keine Wertebelegung A die alle Klauseln in M U { L} wahr macht
(d.h. so dass: A(D) =1 fiir alle Klauseln D in M und A(L) =1).



Resolution: Korrektheit

(1) Wir zeigen, dass falls C € Res*(M), so M = MU {C}.

Lemma: GG VP, GV-PE=GV QG

Beweils:

Sei A Interpretation mit A(C; V P)=1und A(G VvV -P) =1.
Zu zeigen: A(CL VvV () = 1.

Fall 1: A(C) = 1. Dann A(CG VvV Q) = 1.

Fall 2: A(C;) = 0. Dann A(P) = 1.
Da A(GV—-P)=1,s0 A(G)=1,dh. A(GV G)=1.
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Resolution: Korrektheit

Theorem: Falls C € Res*(F), so F = FU{C}.

Beweis: Annahme: C € Res"(F). Zu zeigen: F = F A\ C, i.e.
Fir alle A: 1 — {0,1} gilt: A(F) =1 gdw. (A(F) =1 und A(C) =1).
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Resolution: Korrektheit

Theorem: Falls C € Res*(F), so F = FU{C}.

Beweis: Annahme: C € Res"(F). Zu zeigen: F = F A\ C, i.e.
Fir alle A: 1 — {0,1} gilt: A(F) =1 gdw. (A(F) =1 und A(C) =1).

e Sei A:MN—{0,1} mit A(F)=1 (d.h. A(C’)=1 fiir jede Klausel C’€F).
Zu zeigen: Fiir alle m € N gilt p(m): Falls D € Res"(F), so A(D) = 1.

Beweis durch Induktion:
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Resolution: Korrektheit

Theorem: Falls C € Res*(F), so F = FU{C}.

Beweis: Annahme: C € Res"(F). Zu zeigen: F = F A\ C, i.e.
Fir alle A: 1 — {0,1} gilt: A(F) =1 gdw. (A(F) =1 und A(C) =1).

e Sei A:MN—{0,1} mit A(F)=1 (d.h. A(C’)=1 fiir jede Klausel C’€F).
Zu zeigen: Fiir alle m € N gilt p(m): Falls D € Res"(F), so A(D) = 1.

Beweis durch Induktion:
IB: m = 0: Sei D € Res?(F) = F. Dann A(D) = 1.
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Resolution: Korrektheit

Theorem: Falls C € Res*(F), so F = FU{C}.

Beweis: Annahme: C € Res"(F). Zu zeigen: F = F A\ C, i.e.
Fir alle A: 1 — {0,1} gilt: A(F) =1 gdw. (A(F) =1 und A(C) =1).

e Sei A:MN—{0,1} mit A(F)=1 (d.h. A(C’)=1 fiir jede Klausel C’€F).
Zu zeigen: Fiir alle m € N gilt p(m): Falls D € Res(F), so A(D) = 1.
Beweis durch Induktion:
IB: m = 0: Sei D € Res?(F) = F. Dann A(D) = 1.
IV: Annahme: p(m) is wahr. IS: Zu zeigen: p(m + 1) wahr.
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Resolution: Korrektheit

Theorem: Falls C € Res*(F), so F = FU{C}.

Beweis: Annahme: C € Res"(F). Zu zeigen: F = F A\ C, i.e.
Fir alle A: 1 — {0,1} gilt: A(F) =1 gdw. (A(F) =1 und A(C) =1).

e Sei A:MN—{0,1} mit A(F)=1 (d.h. A(C’)=1 fiir jede Klausel C’€F).
Zu zeigen: Fiir alle m € N gilt p(m): Falls D € Res(F), so A(D) = 1.

Beweis durch Induktion:

IB: m = 0: Sei D € Res?(F) = F. Dann A(D) = 1.

IV: Annahme: p(m) is wahr. IS: Zu zeigen: p(m + 1) wahr.

Sei D € Res™(F).

Fall 1: D € Res™(F). Nach IV, A(D) = 1.

Fall 2: D=C;V G, Resolvente von C; VP, GGV—P € Res™(F). Nach IV:

.A(Cl\/P):.A(Cz\/—IP):].. Da G VP, GV—=P |= GV (G folgt A(D)Zl.
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Resolution: Korrektheit

Theorem: Falls C € Res*(F), so F = FU{C}.

Beweis: Annahme: C € Res"(F). Zu zeigen: F = F A\ C, i.e.
Fir alle A: 1 — {0,1} gilt: A(F) =1 gdw. (A(F) =1 und A(C) =1).

e Sei A:MN—{0,1} mit A(F)=1 (d.h. A(C’)=1 fiir jede Klausel C’€F).
Zu zeigen: Fiir alle m € N gilt p(m): Falls D € Res(F), so A(D) = 1.

Beweis durch Induktion:

IB: m = 0: Sei D € Res?(F) = F. Dann A(D) = 1.

IV: Annahme: p(m) is wahr. IS: Zu zeigen: p(m + 1) wahr.

Sei D € Res™(F).

Fall 1: D € Res™(F). Nach IV, A(D) = 1.

Fall 2: D=C;V G, Resolvente von C; VP, GGV—P € Res™(F). Nach IV:

.A(Cl\/P):.A(CQ\/—IP):].. Da G VP, GV—=P |= GV (G folgt A(D)Zl.
Dann A(C) =1, so (A(F) =1 und A(C)=1),d.h. A(FAC)=1.
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Resolution: Korrektheit

Theorem: Falls C € Res*(F), so F = FU{C}.

Beweis: Annahme: C € Res"(F). Zu zeigen: F=F A C, i.e.:
Fiir alle A : T — {0, 1} gilt: A(F) =1 gdw. (A(F) =1 und A(C) =1).

e Sei A:NMN—{0,1} mit A(F)=1 (d.h. A(C’)=1 fiir jede Klausel C’€F).
Zu zeigen: Fiir alle m € N gilt p(m): Falls D € Res™(F), so A(D) = 1.
Beweis durch Induktion:
IB: m = 0: Sei D € Res’(F) = F. Dann A(D) = 1.
IV: Annahme: p(m) is wahr. IS: Zu zeigen: p(m + 1) wahr.
Sei D € Res™ ™ (F).
Fall 1: D € Res™(F). Nach IV, A(D) = 1.
Fall 2: D=C;V G, Resolvente von C; VP, G;V—P € Res™(F). Nach IV:

A(Cl\/P):A(CQ\/—lP):].. Da CG; VP, GV—=P |: C1VvV (G folgt .A(D):l
Dann A(C) =1, so (A(F) =1und A(C) =1),d.h. A(FAC)=1.

e Sei A: M — {0,1} mit A(F A C)=1. Dann A(F) =1.
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Resolution: Vollstandigkeit

Theorem.

Fiir jede endliche Menge M von Klauseln gilt:
falls M unerfiillbar, so M FRresL.
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Resolution: Vollstandigkeit

Theorem.

Fiir jede endliche Menge M von Klauseln gilt:
falls M unerfiillbar, so M FRresL.

Beweis: Induktion:

p(n):  Sei M Menge von Klauseln mit n Aussagenvariablen.

Falls M unerfiillbar, so M Fres L
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Resolution: Vollstandigkeit

Theorem.

Fiir jede endliche Menge M von Klauseln gilt:
falls M unerfiillbar, so M FRresL.

Beweis: Induktion:

p(n):  Sei M Menge von Klauseln mit n Aussagenvariablen.

Falls M unerfiillbar, so M Fres L

Induktionsbasis: n = 0.
Dann M = {1}, d.h. M FRres L
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Resolution: Vollstandigkeit

Theorem.

Fiir jede endliche Menge M von Klauseln gilt:
falls M unerfiillbar, so M FRres L.

Beweis: Induktion:

p(n):  Sei M Menge von Klauseln mit n Aussagenvariablen.

Falls M unerfiillbar, so M Fres L
Induktionsbasis: n = 0. Dann M = {1}, d.h. M FRes L

Induktionsvoraussetzung: p(n) gilt.
Induktionsschritt: Beweise, dass p(n+ 1) gilt.

Sei M Menge von Klauseln mit Aussagenvariablen {Pi,..., Py, Poy1}.
My sei aus M entstanden durch Ersetzung von P,.1 durch L

My sei aus M entstanden durch Ersetzung von P,.1 durch T
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Resolution: Vollstandigkeit

Theorem.

Fiir jede endliche Menge M von Klauseln gilt:
falls M unerfiillbar, so M FRresL.

Beweis: Induktion:
p(n):  Sei M Menge vc
Falls M unerfill

r

Induktionsbasis: n = 0. Dan

A\,

Beispiel:
M= {{P1. P2, P3}, {P1, =Pp, P3}, {—=P1}, {P2, =P3}, {—=P2, =P3}}

Induktionsvoraussetzung: p(n) gilt.

Induktionsschritt: Beweise, dass p(n + 1) gilt.

Sei M Menge von Klauseln mit Aussagenvariablen {Pi,..., Py, Pay1}.

Mo sei aus M entstanden durch Ersetzung von P,.1 durch L

My sei aus M entstanden durch Ersetzung von P,.1 durch T
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Resolution: Vollstandigkeit

Theorem.

Fiir jede endliche Menge M von Klauseln gilt:
falls M unerfiillbar, so M FRresL.

Beweis: Induktion:

Sei M Menge v¢
Falls M unerfull

p(n):

Induktionsbasis: n = 0. Dan

rBeispiel:
M= {{P1, P2, P3}, {P1, =P2, P3}, {=P1}, {P2, =P3}, {—=P2, =P3}}

Mo = {{P1.P» } {P1.—P» } {—P1} }

{=P1} {P> AP 1}

Induktionsvoraussetzung: p(n) gilt.

Induktionsschritt: Beweise, dass p(n + 1) gilt.

Sei M Menge von Klauseln mit Aussagenvariablen {P4, ..

Mp sei aus M entstanden du
Mi sei aus M entstanden du

.,Pn,Pn_|_]_}.

rch Ersetzung von P,+1 durch L

rch Ersetzung von P,i1 durch T
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Resolution: Vollstandigkeit

My sei aus M entstanden durch Ersetzung von P,y; durch _L:
- P11 wird aus allen Klauseln geloscht,
- Klauseln, die =P,.; enthalten werden ebenfalls geloscht

M; sei aus M entstanden durch Ersetzung von P,y; durch T:
- = P,11 wird aus allen Klauseln geloscht,
- Klauseln, die P,11 enthalten werden ebenfalls gel6scht

Fakten:
e My, M; enthalten nur Aussagenvariablen {Py, ..., P,}

o My, M; unerfiillbar
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Resolution: Vollstandigkeit

My sei aus M entstanden durch Ersetzung von P,y; durch _L:

- Pp+1 wird aus allen KlauserBeispiel:

- Klauseln, die =Py enthall m = (P, Py, P3}. {PL. =P, P33}, {=P1}. (P2, =P3}. {~P2, =P3}}
M, sei aus M entstanden durch | my = {{P;.P, 1}, {P. =P, } {-P;} 1

- = Pp41 wird aus allen Klaus

- Klauseln, die P,y1 enthalte My = { (=P}, {P, } (=P, 11
Fakten:
e My, M; enthalten nur Aussagenvariablen {Py, ..., P,}

o My, M; unerfiillbar

7



Resolution: Vollstandigkeit

My sei aus M entstanden durch Ersetzung von P,y; durch _L:

- P11 wird aus allen Klause
- Klauseln, die =P, 1 enthal

M sei aus M entstanden durch
- = Pp+1 wird aus allen Klaus
- Klauseln, die P,;1 enthalte

Fakten:

(Beispiel:
M= {{P1, P2, P3},{P1, P2, P3}, {=P1}, {P2, =P3}, {—=P2, =P3}}

e My, My enthalten nur Aussage

e My, My unerfiullbar

Induktionsvoraussetzung:

My FRresL, i.e. es gibt C7, G, ..

M; FRes L, i1.e. es gibt Dy, Dy, . .

My = {{P1.P> }. {P1.—-P» } {—-P1} }
{P1.Pp } {P1.mPy } {P1 3 A{-P1}
{P1 ' L
My ={ {=P1} {P H AP T}
{P> }{-Pr}
T
\-v-u-l-ru-me..

LA N D

., Cn Beweis (aus Mp) fiir L

., Dy Beweis (aus M) fiir L

78



Resolution: Vollstandigkeit

My sei aus M entstanden durch S . . -
p d len K| Beispiel:
T ol WITE atls aTen AUSEl M = {{Py. P2, P3}. {P1. ~Pp. P3}. {=P1}. {P2. =P3}. {=P2, =P3}}
- Klauseln, die =P, 1 enthal
My = {{P1.P2. P3}, {P1. =P, P3}. {—=P1} }
M; sei aus M entstanden durch
! . {P1.Po.P3} {P1.=Pp.P3} {P1.P3}.{—-P1}
- = P,11 wird aus allen Klaus {P{.P3} ' P3
- Klauseln, die P, enthaltd m; = { {=P1}. {Py, —=P3}, {—=Py, =P3}}
Fakten: {szﬁP3}:§;P2ﬁP3}
plic
e My, My enthalten nur Aussagehverraorer—rrr———177

e My, M; unerfiillbar

Induktionsvoraussetzung:
Mo FresL, i.e. es gibt C;, G, . .., C;,, Beweis (aus My) fir L
P,y zuriick: C{, C), ..., C! Beweis (aus M) fiir L oder P,
Mi Fres L, i.e. es gibt Dy, D5, ..., Dy Beweis (aus My) fiir L
—P,.1 zuriick: D{, D3, ..., D; Beweis (aus M) fiir L oder =P, 1
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Resolution: Vollstandigkeit

My sei aus M entstanden durch
- Pp+1 wird aus allen Klause
- Klauseln, die =P,1; enthal

M; sei aus M entstanden durch
- = Pp+1 wird aus allen Klaus
- Klauseln, die P, 1 enthalte

Fakten:
e My, M; enthalten nur Aussage

o My, M; unerfiillbar

Induktionsvoraussetzung:

Moy FRresL, i.e. es gibt C7, G, .
P,.+1 zuriick: C/, C2', e C,;

M FResL, i1.e. es gibt Dy, Do, . .

— P11 zuriick: D!, D2', :

...D!

=

Beispiel:
M = {{P1. P2, P3}, 1P, =P2. P3}, {=P1 }, {P2, =P3} {=Po, =P3}}

Mo = {{P1. P2, P3}, {P1, =Py, P3}, {—P1} }
{P1.P2.P3} {P1.mP>.P3} {P1.P3}{—-P1}
{P1.P3} ’ P3
M; = { {=P1} {P2. =P3}, {—=Pp, =P3}}
{Pr.—=P3} {—-Pr.,mP3} P3 —P3
N
IAACLEICES A0 0 L RN UL SRR R 1 B
.., C, Beweis (aus M) fir L
s
Beweis (aus M) fiir L oder Ppq
> = Ml—ResJ_

., Dk Beweis (aus My) fiir L

Beweis (aus M) fiir L. oder = P41 ’
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Resolution: Vollstandigkeit

Theorem.

Fiir jede endliche Menge M von Klauseln gilt:
falls M unerfiillbar, so M FRresL.

Es gilt auch:

Theorem.

Fiir jede Menge M von Klauseln gilt:
falls M unerfiillbar, so M Fres L.
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Terminierung

Theorem.
Aussagenlogische Resolution (fiir Klauselmengen in Mengennotation)
terminiert, fiir jede endliche Menge von Klauseln.
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Terminierung

Theorem.
Aussagenlogische Resolution (fiir Klauselmengen in Mengennotation)

terminiert, fiir jede endliche Menge von Klauseln.

Beweis: Es gibt nicht mehr als 22" Klauseln (in Mengennotation) mit n
Aussagenvariablen.

— nicht mehr als (22")2 mdgliche Anwendungen der Resolutionsregel.
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2-SAT

Theorem
Erfiillbarkeit fiir Formeln in 2-KNF (2SAT) ist polynomiell entscheidbar

Beweis (Krom, 1967)

Fall 1: Fiir jede Aussagenvariable P, entweder enthalten alle Klauseln P oder —P:
erfillbar.

Fall 2: Es gibt Klauseln G; = L; VP, (G =Ly, V =P
Resolutionschritt; Resolvente L; V Ly (Mengennotation)
Fakt: Resolventen sind immer auch in 2-KNF.

Wenn F n Aussagenvariablen enthalt, gibt es 2n mogliche Literale, und < 4n?

nicht-leere verschiedene 2-KNF Klauseln.
F ist erfiillbar gdw. | ¢& Res™(F)

Wenn wir Res*(F) berechnen: nicht mehr als (4n°)? Resolutionsschritte
notwendig.

— Erfiillbarkeit von F ist polynomiell entscheidbar.
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1-Resolution

Die 1-Resolution (unit resolution) benutzt dieselbe Notation wie im
Resolutionskalkiil. Die 1-Resolutionsregel ist ein Spezialfall der allgemeinen

Resolutionsregel:

P} {-PYUC {-P} {PYUC
C C

Der 1-Resolutionskalkiil ist nicht vollstandig.

Die Klauselmenge

M = {{P1, P2},{P1,=P2},{—P1, P2}, {—P1,~P2}}

ist nicht erfiillbar, aber mit 1-Resolution ist aus M nichts ableitbar, also
auch nicht L.
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Unser Ziel

Kalkiil(e) zur systematischen Uberpriifung von Erfiillbarkeit

(fiir Formeln und/oder Formelmengen)

1. Formeln in KNF (Mengen von Klauseln)
Resolution
2. Formelmengen

Semantische Tableaux

bis jetzt
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