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Resolutionskalkiil Res fiir allgemeine Klauseln
(Mengennotation)

CU{Al} DU{—lAQ}

(CU D)o falls o = mgu(Ay, A2) [Resolution]
C U {L].! LZ} N
fall — L, L Fakt
(CU{Li})o alls o = mgu(Ly, L2)  [Faktorisierung]

wobei:
C, D Klauseln, A7, A>: Atome, Ly, L>: Literale

Es wird immer implizit angenommen, dass die Variablen in einer der beiden Pramissen
der Resolutionsregel ggfs. (bijektiv) umbenannt werden, so dass sie disjunkt mit denen
der anderen Pramisse sind.



Notation

Sei N eine Klauselmenge und
Res(N) = NU{R | R ist eine Resolvente zweier Klauseln aus N

oder Resultat der Faktorisierung einer Klausel aus N}

Res(N) = N
Res"™(N) = Res(Res"(N))

Res*(N) = |J,-n Res"(N)

neN

(bezeichnet die Vereinigung der Ergebnisse aus aller mdglichen Resolutions- und

Faktorisierungsschritte auf N)



Resolution: Korrektheit und Vollstandigkeit

Theorem (Korrektheit)
Fiir jede Menge N von Klauseln gilt: Falls 1 € Res*(N), so N unerfiillbar.

Beweis (ldee): Wie bei Aussagenlogik.

Theorem (Vollstandigkeit)
Fiir jede Menge N von Klauseln gilt: Falls N unerfiillbar, so L € Res™(N).

Idee: Reduktion auf Vollstindigkeit der Resolution fiir Grundklauseln (also
Aussagenlogischer Resolution).

— Herbrandinterpretationen



Resolution: Korrektheit und Vollstandigkeit

Theorem (Korrektheit)
Fiir jede Menge N von Klauseln gilt: Falls 1 € Res*(N), so N unerfiillbar.




Resolution: Korrektheit

Theorem (Korrektheit)
Fiir jede Menge N von Klauseln gilt: Falls 1 € Res*(N), so N unerfiillbar.

Beweis (ldee):
Wie bei Aussagenlogik.

Einzelne Regelanwendung erhalt die Erfiillbarkeit der Klauselmenge.

Auch dies einfach zu beweisen wie in Aussagenlogik (beachte dabei:

Variablen in Klauseln sind universell quantifiziert).




Resolution: Korrektheit

Theorem (Korrektheit)
Fiir jede Menge N von Klauseln gilt: Falls 1 € Res*(N), so N unerfiillbar.

Beweis:
Annahme: A =G VL, AE GV -l (dh. AEVx(G VL), AEVXx(G VL))

Sei 0 = mgu(Ly, Ly).
Zu zeigen: A = Vx(CG VvV G)o.

Sei 3 beliebig.
AB)(CG V G)o) = A(Boo)(G VvV G) (Substitution-Lemma)

e Fall1: A(Boo)(C) =1 Dann A(B)((C1 V G)o) = 1.

e Fall 2: A(B o o)(CG) = 0. Laut Annahme, A(B o o)(CG V L1) = 1, so
A(B O O')(Ll) — 1. Dann: A(B O O')(LQ) == .A(B)(LQO‘) == A(B)(Lla) =
A(Boo)(Ly) = 1. Also: A(B o o)(—Ly) =0.

Aber A(B O O‘)(CQ\/—ILQ):]., SO .A(B O O‘)(CQ):]. Dann A(B)((C]_\/CQ)O'):].



Resolution: Vollstandigkeit

Theorem
Fiir jede Menge N von Klauseln gilt: Falls N unerfiillbar, so L € Res™(N).

Idee: Reduktion auf Vollstandigkeit der Resolution fiir Grundklauseln (also
Aussagenlogischer Resolution).

— Herbrandinterpretationen



Herbrand-Interpretationen

Q enthalte immer mindestens ein Konstantensymbol.

Definition. Herbrand-Interpretationen (iiber ¥) sind X-Strukturen A mit:

1. Uag = Ts Menge der Grundterme, d.h. variablenfreien Terme iiber X
(U4 : Herbrand-Universum)

2. fa:(si,...,sn) = f(s1,...,8n), f/n €
d.h. vorgegeben sind Terme als Daten und Funktionen als Termkonstruktoren.

Variabel sind nur die Interpretationen der Pradikatensymbole pa C Ty, pm € T

Satz.
Jede Menge von Grundatomen / identifiziert genau eine Herbrand-Interpretation A durch

(s1,...,Sn) € pa genau dann, wenn p(si,...,s,) €/

Im folgenden werden wir daher nicht zwischen Herbrand-Interpretationen (iiber ¥) und
Mengen von 2-Grundatomen unterscheiden.



Herbrand-Interpretationen als Mengen von
Grundatomen

Beispiel:

e Sei A eine Herbrand Interpretation mit:
pa ={(a, b), (f(a),f(b)). (f(f(a)), f(f(b)))} und
g4 ={a, f(a), (f(a)), f(f(f(a))), ...}
Dann sind folgende Grundatome wahr in A:
p(a, b), p(f(a) f(b)), p(f(f(a)) f(f(b))).
q(a), q(f(a)), q(f(f(a)), q(f(f(f(a)))).....

Sei | die Menge dieser Grundatome. [/ identifiziert A.

e Sei I’ ={p(a, b), p(b a), q(b), q(f(b)), q(f(f(b)))}.
I’ identifiziert die Herbrand interpretation A’ mit:

par = {(a,b), (b, a)} und
qur = {b, F(b), F(F(b))}.



Existenz von Herbrand-Modellen

Definition. Eine Herbrand-Interpretation /I heiBt Herbrand-Modell von F,
falls I = F.

(Theorem [Herbrand] Sei N eine Menge von ¥-Klauseln.
N erfiillbar g.d.w. N hat Herbrand-Modell (iiber ¥)

g.dw. Gy (N) hat Herbrand-Modell (iiber ¥)
wobeli

Gy (N) = {Co Grundklausel | C e N, o : X — Ty}

kdie Menge der Grundinstanzen von N ist.

[Beweis spater im Zusammenhang mit dem Vollstdndigkeitsbeweis fiir
Resolution.]



Herbrand-Interpretationen als Mengen von
Grundatomen

Beispiel:
T pres = ({0/0,5/1,+/2}, {< /2,< /2})
Herbrand-Interpretation iiber 2 p,es
I={ 0<0, 0<5s(0), 0<5s(s(0)), ...,
0+0<0, 0+0<s(0), ...,
..., (s(0)+0)+s(0) <s(0)+ (s(0) +s(0))

s(0) + 0 < s(0) + 0 + 0 + s(0)
.
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Beispiel fur Gs

Bzgl. > p,es erhalt man fiir

C=(x<y)V(y < s(x))
folgende Grundinstanzen:

(0 <0) Vv (0<s(0))
(s(0) <0) Vv (0 < s(s(0)))

(s(0) + s(0) < s(0)+0) Vv (s(0)+0 < s(s(0) +s(0)))
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Resolution: Vollstandigkeit

Theorem (Volistindigkeit)
Fiir jede Menge N von Klauseln gilt: Falls N unerfiillbar, so L € Res™(N).

Beweisplan:

1. Sei N eine unter Res saturierte Menge allgemeiner Klauseln, d.h.
Res(N) C N. Dann ist auch Gy (N) saturiert.

Beweis: “Lifting-Lemma”

2. Sei N eine Menge von 2 -Klauseln.
N erfiillbar g.d.w. N besitzt Herbrand-Modell iiber ..

3. Sei N Menge allgemeiner Klauseln mit Res(N) C N. Dann
N = 1| genau dann, wenn | € N.
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Resolution: Vollstandigkeit

Theorem (Volistindigkeit)
Fiir jede Menge N von Klauseln gilt: Falls N unerfiillbar, so L € Res™(N).

Beweisplan:

1. Sei N eine unter Res saturierte Menge allgemeiner Klauseln, d.h.
Res(N) C N. Dann ist auch Gy (N) saturiert.

Beweis: “Lifting-Lemma”

2. Sei N eine Menge von > -Klauseln.
N erfiillbar g.d.w. N besitzt Herbrand-Modell iiber ..

3. Sei N Menge allgemeiner Klauseln mit Res(N) C N. Dann
N = 1 genau dann, wenn 1 € N.
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Lifting-Lemma

-
Lemma. Falls

Co Do
C/
dann gibt es 7, so dass

C D
C

Lund C’ = C"'7.

[aussagenlogische Resolution]

[allgemeine Resolution]

Entsprechend fiir Faktorisieren.
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Lifting-Lemma: Beweis

Beweis (ldee)

Sei C=C; VL, D=GCV-lL,.
Co=CoV Lo, Do = GoV —lso.
Lioc = Lyound C' = (G VvV G)o.

L1, Lo unifizierbar. Sei p = mgu(Li, Lo).

Die Resolvente C’’ ist dann (C; V G)p.

p ist allgemeiner als o, d.h. es gibt eine Substitution 7 mit o(x) = 7(p(x))
fur alle x € X.

Cl'r = (Cl V C2)p7‘ = (Cl V CQ)O‘ = C’.
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Saturiertheit von Mengen allgemeiner Klauseln

Sei N eine Klauselmenge und
Res(N) = NU{R | R ist eine Resolvente zweier Klauseln aus N

oder Resultat der Faktorisierung einer Klausel aus N}

Res(N) = N
Res"™(N) = Res(Res"(N))

Res*(N) = |J,-n Res"(N)

neN

(bezeichnet die Vereinigung der Resolventen aus aller mdglichen Resolutionsschritte
auf )
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Saturiertheit von Mengen allgemeiner Klauseln

)
Theorem.

Sei N eine unter Res saturierte Menge allgemeiner Klauseln, d.h.
Res(N) C N. Dann ist auch Gy (N) saturiert, d.h.

Res(Gz(N)) C Gz (N).
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Saturiertheit von Mengen allgemeiner Klauseln

Theorem.
Sei N eine unter Res saturierte Menge allgemeiner Klauseln, d.h.

Res(N) C N. Dann ist auch Gy (N) saturiert, d.h.
Res(Gz(N)) C Gz (N).

. J

Beweis. Sei C’ € Res(Gs(N)). D.h. es gibt: (i) Grundinstanzen Co und Do’ von N
mit Resolvente C’, oder (ii) Grundinstanz Co s.d. C’ durch Faktorisierung abgeleitet.

(i) Ist C’ Resolvente, so kénnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass 0 = o”’.

(Nur wenn C und D nicht variablen-disjunkt waren, kdnnte dies schiefgehen.
Dann aber diirfen und miissen wir die Variablen in einer Klausel umbenennen.)

Wegen des Lifting-Lemmas sind C und D resolvierbar mit einer Resolvente C”’
so dass C’'1T = C’, fiir eine geeignete Substitution 7. Weil C’* € N nach

Voraussetzung, ist C’ € Gsg(N).

(ii) Analog fiir den Fall, dass C’ durch Faktorisierung abgeleitet wurde.
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Satz von Herbrand

 Theorem (Herbrand)
Sei N eine Menge von 2 -Klauseln.

N erfiillbar g.d.w. N besitzt Herbrand-Modell iiber 2

"

Beweis:
“<=" trivial
NEL = 1 ¢&Res™(N) (Res. korrekt)
= 1 & Gy(Res™(N))
= Gy (Res™(N)) hat ein ('aussagenlogisches’) Modell
= Gy (Res™(N)) hat ein Herbrand Modell |

= | |= Res™(N) (I Herbrand-Modell)
=1 E=N (N C Res™(N))
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Korrektheit und Vollstandigkeit der allgemeinen
Resolution

( Theorem
Sei N Menge allgemeiner Klauseln mit Res(N) C N. Dann:

N = L genau dann, wenn L € N
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Korrektheit und Vollstandigkeit der allgemeinen
Resolution

( Theorem
Sei N Menge allgemeiner Klauseln mit Res(N) C N. Dann:

N = L genau dann, wenn L € N

Proof: “<«<=" trivial

“=-:" Sei N Klauselmenge mit Res(N) C N.
Dann Res(Gs(N)) C Gs(N) (Theorem Seite 19)

Annahme: N = L. Dann Gy (N) = L (Wir haben gezeigt, dass Gs(N) = L = Gz (N)
hat Herbrand Modell / und I = N)

Aber Gy (N) = L gdw. L € Gs(N) (aussag.log. Resol. vollstandig + korrekt).
Es ist leicht zu sehen, dass 1 € Gx(N) gdw. L € N.
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Resolution: Vollstandigkeit

Theorem (Volistindigkeit)
Fiir jede Menge N von Klauseln gilt: Falls N unerfiillbar, so L € Res™(N).

Beweis:
Sei M = Res™(N). Dann Res(M) C M. So: M =1 gdw. L€ M.
Widerspruchsbeweis:

Annahme: L & Res™(N). Dann Res™(N) ~L, d.h. Res™(N) hat ein Modell A.
Da N C Res®(N), A= N, dh. N EL.
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