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Bis jetzt

Syntax
e Pradikatenlogische Signatur
e Term, Atom, Formel x
Semantik
e Pradikatenlogisches Modell
e Auswertung von Formeln in Modellen
e Erfiillbarkeit, Giiltigkeit; Folgerung, Aquivalenz

e Eigenschaften von Quantoren (Vertauschbarkeit untereinander und mit
N, V)

Substitutionslemma

Unentschiedbarkeit der Erfullbarkeit von Formeln



Bis jetzt

Normalformen

e NNF
e Pranexe Normalform
e Skolemnormalform

e Klauselhormalform

Kalkile
e Resolution

e Semantische Tableaux



Pradikatenlogische Resolution

Grundidee

Vor Resolutionsschritt durch geeignete Substitution komplementares Paar

von Literalen erzeugen

Moglichkeit fiir Resolutionsregel

G U {L} G U {—IL'}
CioU Go

wobei

e die Elternklauseln keine Variablen gemeinsam haben (bereinigt)
— ggf. umbenennen

o (L) = o(L)

Nachteil: Viel zu viele Substitutionen o mit o(L) = o(L’)
|dee: Wahle die “allgemeinste” Substitution, mit (L) = o(L’)



Unifikation

? ?
Sei E ={sy = t1,...,5, = tn} (s;, t; Terme oder Atome) eine Menge von
Gleichheitsproblemen.

Definition: Eine Substitution o heiBt ein Unifikator von E g.d.w.

V1<i<n:sjo=to.

Existiert ein Unifikator, so heiBt E unifizierbar.



Unifikation

? ?
Sei E ={sy = t1,...,5, = tn} (s;, t; Terme oder Atome) eine Menge von
Gleichheitsproblemen.

Definition: Eine Substitution o heiBt ein Unifikator von E g.d.w.

V1<i<n:sjo=to.

Existiert ein Unifikator, so heiBt E unifizierbar.

Intuition: Arithmetik
{3x+1=2x+y, —x+y=1} —» y=x+41
{3x+1=2x+(x+1), —x+(x+1)=1}

Hier: Keine Arithmetik, syntaktische Gleichheit.



Unifikation

? ?
Sei E ={sy = t1,...,5, = tn} (s;, t; Terme oder Atome) eine Menge von
Gleichheitsproblemen.

Definition: Eine Substitution o heiBt ein Unifikator von E g.d.w.
V1<i<n:sjo=to.
Existiert ein Unifikator, so heiBt E unifizierbar.
Definition: o heiBt allgemeiner als T
o <71 & esgibt Subst.p:co0p="7

wobei (o 0 p)(x) := o(0(x)) die Komposition von o und p als Abbildungen.?

4|st wohldefiniert, weil o o p einen endlichen Bereich hat.



Beispiel

E = {q(f(x)) = a()}

o1 = [a/x, f(a)/y] ist ein Unifikator von E

oo = [f(a)/x, f(f(a))/y] ist ein Unifikator von E
o = [f(x)/y] ist ein Unifikator von E

o ist allgemeiner als o1 und als o7»:

o1 = oo [a/x]
oola/x|(y) = oly)la/x] = f(x)[a/x] = f(a)
o ola/x](x) = a(x)[a/x] = x[a/x] = a
o2 = oo [f(a)/x]
o o[f(a)/x](y) = a(y)lf(a)/x] = f(x)[f(a)/x] = f(f(a))
o o[f(a)/x](x) = a(x)[f(a)/x] = x[f(a)/x] = f(a)



Ein paar simple Fakten

Jeder Term ist mit sich selbst unifizierbar (mittels id)

Terme der Gestalt f(s1,...,sn), f(t1,..., tn) sind unifizierbar g.d.w.
si und t; unifizierbar fir 1 < i <n

Atome der Gestalt p(si,...,sn), p(t1, ..., tn) sind unifizierbar g.d.w.
si und t; unifizierbar fir 1 </ <n

Terme der Gestalt f(s1,...,5sn), g(t1, ..., tm) sind niemals unifb.
Atome der Gestalt p(s1,...,sn), q(t1, ..., tn) sind niemals unifb.

Eine Variable x und ein Term t, der x nicht enthalt, sind immer unifb.
(mittels [t/x])

Eine Variable x und ein Term t # x, der x enthilt, sind niemals
unifizierbar



Unifikation nach Martelli/Montanari

(1)
(2)
(3)
(4)

(5)

(6)

t t, E
f(ty,..., tn), E
?

)=g(.--)E

?
x=t, E

?
x=t, E

?
t=x, E

= MM E

? ?
= MM s1=1t,..., sh, = ty, E
= MM A1

=M X = t, E[t/x]
falls x € var(E), x & var(t)

=>um L
falls x # t, x € var(t)

?
=vmm Xx=1tE

falls t Z X
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Beispiel 1

{f(g(a, ), gy, b)) = f(x, g(v, w)), f(x, g(v, w)) = f(g(x, a), g(v, b)}

Dum  {eax) L x gy, b) £ g(v, w), x < g(x, ), g(v, w) < g(v, b))

(:5>)/\/]/\/] 1
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Beispiel 2

{f(g(a,x), gy, b)) = g(x, g(v, w)), f(x, g(v, w)) = f(g(x, a), g(v, b)}

(:3>)MM 1
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Beispiel 3

{f(g(a, x), g(y, b)) = f(z,g(v, w)), f(z, g(v, w)) = f(g(x, a), g(v, b)}

D {g(a.x) L z,g(y, b) £ g(v, w), z—g(x a), g(v.w) = g(v b)}

(:4>)I\/I/\/I {z_g(a x), gy, b) = g(V w), g(a, x) = g(x a), g(v,w) = g(v b)}
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Beispiel 3

{f(g(a x). g(y., b)) = f(z g(v,w)), f(z, g(v, w)) = f(g(x, a), g(v, b)}
D {glax) < z,g(y. b) < g(v, w), z—g(x a), g(v, w) = g(v b)}

Dm {22 g(a.x).8(y.b) £ g(v, w). g(a,x) = g(x, 3), g(v. w) < g(v, b)}
:>MM {Z:g(avx)vy;V,b:W,a;X,X;a,V;V,W:b}
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Beispiel 3

{f(g(a, x), g(y, b)) = f(z,g(v, w)), f(z, g(v, w)) = f(g(x, a), g(v, b)}

D {g(a,x) = z,8(y, b) £ g(v,w), z = g(x, a), g(v, w) = an}
Wum 122 g(a,x),8(y, b) = g(v.w), g(a, x) £ g(x,3), g(v, w) £ g(v, b)}
= MM {zig(a,x),yiv,b_W,alx,xla,vlv,w_b}

= MM {z;g(a,x),y;v,b;W,a;X,X;a,W;b}
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Beispiel 3

{f(g(a x). g(y., b)) = f(z g(v,w)), f(z, g(v, w)) = f(g(x, a), g(v, b)}

2
(:>)MM

4
(:>)/\/II\/I

{g(a,x) = z,g(y, b) = g(v,w), z —g(X a), g(v,w) = g(v b)}
(z = g(a,x), gy, b) = g(v, w), g(a,x) = g(x, a), g(v, w) = g(v, b)

{zig(a,x),ylv,b_W,aix,xia,vlv,W_b}

? 7

{z;g(a,x),y;v,b;W,a:X,X:a,W;b}

? 7

{z;g(a,a),y;v,b;b,a:a,X:a,W;b}

7

{z;g(a,a),y;v,X:a,W;b}

16



Beispiel 3

{ﬂaa@gwbnéﬂzavw»azavw»iaaXang»
D {gla.x) L z,g(y, b) £ g(v. w), z—g(x a). g(v.w) = g(v b)}

w122 g(a.x),8(y.b) £ g(v, ), g(a x) £ g(x, a), g(v, w) = g(v. b)
= MM {Z;g(a,x),y;V,b;W,a;X,x;a,v;v,w;b}

! ? ? ? ? ?
:>X/”VI {Z:g(a,X),y:V,b:W,a:X,X:a,W:b}
* ? 7 ? ? ? ?
:>/\/l/\/l {Z:g(a,a),y:v,b:b,a:a,xza,wzb}
x 2 s 2 s
:>MM {Z_g(av 3),)/— vV, X =—a,w = b}

Allgemeinster Unifikator:

[g(a,a)/z,v/y,a/x, b/w]

Vorsicht: a, b sind Konstanten. [g(a, a)/z,v/y,x/a, w/b] ist keine
Substitution!
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Beispiele

r={Q. N} Q={f/2,g/2,a/0,b/0}, N ={p/2,q/1}
x,y,z€e X

{p(g(x, a), g(F(x, b),y)) = a(g(f(x, b), y))} - (weil p # q)

18



Beispiele

r={Q.n} Q={f/2,g/2,a/0,b/0}, N ={p/2 q/1},

{p(g(y, a), g(f(x, b), 2)) = p(z, g(F(g(u, y), b), u),

2
(:gI\/IM
(6.2)

= MM
(4)
= MM
(2,6)

= MM

1
(:>)I\/II\/I

4
(:gl\/ll\/l

2
(:>)I\/II\/I

6
(:gMM

4
(:gMI\/I

{g(y.a) = z,
{z £ g(y,a),
{zZg(y,a),
{z £ g(y,a),
{zZg(y.a),
{zZg(y.a),
{z<g(y.a),
{zZg(y,a),
{z £ g(aa),

g(f(x, b),z) = g(f(g(u,y), b), u),

f(x, b) = f(g(u,y), b),

?
zZ = U,

xX,y,z,ue X

q(a) = q(y))}

q(a) = a(y)}
q(a) = a(y)}

f(x, b) = f(g(u, ), b). gly,a) = u, q(a) = a(y)}

Xég(u,y),bé b,
x = g(u, ),

x = g(g(y, a), y),
x = g(gly, a). y).
x = g(g(y, a), y),
x = g(g(a, ), a),

u= gy a),
u=g(y,a),
u=g(y, a),
u= gy, a),
u=g(y a),
u = g(a, a),

q(a) = q(y)}
q(a) = q(y)}
g(a) = g(y)}
a=y}
y = a}
y = a}

Allgemeinster Unifikator (mgu): [g(a, a)/z, g(g(a, a),a)/x, g(a,a)/u, a/y]
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Unifikation: Haupteigenschaften

Definition. Eine Substitition o heiBt idempotent, wenn o o o0 = 0.

Lemma.
o ist idempotent gdw. dom(o) N codom(o) = (.

-
Theorem.

1. E=yy L gdw. E nicht unfizierbar.

o ? ?
2. E unifizierbar gdw. E =M XL = UL, ..., X = U,

mit x; pw. verschieden, x; € var(u;),1 <i,j < k.

* ? ?
3. Ralls E =pp x1 = U1, ..., X = U,

mit x; pw. verschieden, x; € var(u;) so

o= [u1/x1,...,ux/xk] ist allgemeinster Unifikator von E.

20



Unifikation: Haupteigenschaften

[ Theorem.

E unifizierbar g.d.w. es gibt allgemeinsten Unifikator o von E, so dass:
(1) o idempotent und

(2) dom(o) U codom(o) C var(E).

Notation: o = mgu(E) (,,most general unifier")
\

21



Beweisideen

e Falls E =uyum E’, dann o Unifikator von E gdw. o Unifikator von E’. (L habe
keinen Unifikator.)

e Bzgl. = pn irreduzible E sind trivialerweise nicht unifizierbar (E = L)
oder haben die Form einer idempotenten Substitution. In diesem Fall ist die
Substitution der allgemeinste Unifikator.

e —=-\yum ‘terminiert”. Eine geeignete lexikographische Ordnung auf Gleichungs-
mengen E (mit L minimal und kleiner als alle Gleichungsmengen) zeigt dieses.
Man vergleiche in dieser Reihenfolge:

1. Anzahl der definierten Variablen (d.h. Variablen x in Gleichung x ~ t mit
x & var(t)), die auch auBerhalb ihrer Definition in E vorkommen

2. Mengenordnung induziert von (i) der GroBe (Anzahl der Symbole) einer
Gleichung; (ii) bei gleicher GroBe betrachten wir x ~ ¢t Kkleiner als t = x,

falls t & X.

e o ist idempotent wegen der Substitution in Regel 4. dom(o) C var(E), weil
keine neuen Variablen eingefiihrt werden.

22



Unifikation

Problem: exponentielles Anwachsen der Terme moglich.

rBeispiel:
? ? ?
E — {Xl — f(Xo,Xo),X2 — f(Xl,Xl), .., Xn = f(Xn—l,Xn—l)}

m.g.u. [x1 — f(x0,X0), x2 — f(f(x0,x0), f(x0,x0)), ---]
x; — kompletter bindrer Baum der Héhe i/  Zeit/Raum: exponentiell

Idee: Terme: azyklische Termgraphen

23



Pradikatenlogische Resolution

Grundidee

Vor Resolutionsschritt durch geeignete Substitution komplementares Paar

von Literalen erzeugen

Moglichkeit fiir Resolutionsregel

Gl u {L} G U {—IL'}
Cio U Gyo

wobel

e die Elternklauseln keine Variablen gemeinsam haben (bereinigt)

— ggf. umbenennen

e 0 =mgu(L, L")

24



Beispiel

{L} U G ={p(a x), p(x,x)} {=L'}uG={-p(y.y)}
L L



Beispiel

{L} U G ={p(a x), p(x,x)} {=L'}uG={-p(y.y)}
L L!

Allgemeinster Unifikator von L, L’:

{p(a,x) = p(y,y)} =mm {a=y.x=y}

? ?
= MM {y:a,X:a}

mgu(L,L"): o =1[a/y,a/x]

26



Beispiel

{L} U G ={p(a x), p(x,x)} {=L'}uG={-p(y.y)}
L L!

Allgemeinster Unifikator von L, L’:

{p(a,x) = p(y,y)} =mm {a=y.x=y}

= MM {y ; a, X ; a}
mgu(L,L"): o =1[a/y,a/x]

G U {L} G U {—lL,}
CioU Go

R :={p(x,x)}o U{}o ={p(a a)}




Beispiel

{L} U G ={p(a x), p(x,x)} {~L'}u G ={-ply.y)}
L L’

Allgemeinster Unifikator von L, L’:

{p(a,x) = p(y,y)} =mm {a=y.x=y}

= MM {y ; a, X ; a}
mgu(L,L’): o =[a/y,a/x]

G U {L} G U {—IL’}
CioU Gyo

R:={p(x,x)}o U{}o = {p(a, a)}

{p(a, x), p(x,x)}  {-ply.y)}
{p(a, a)}




Pradikatenlogische Resolution

Resolutionsregel in dieser Form alleine unvollstandig fiir Pradikatenlogik
Beispiel:

{{p(x), p(y) ), {=p(u), ~p(v)}}

e unerfullbar

A(B)(VxVy(p(x) V p(y)) A VuVv(=p(u)V —p(v))) =1
gdw: A(B)(VxVy(p(x) V p(y))) = A(B)(VuVv(=p(u) V =p(v))) = 1

gdw: fiir alle a, b € Uy : A(B[x — a,y — b])(p(x) V p(y)) =1
fir alle a, b € Uy : A(B[u+— a,v — b])(—p(u) V =p(v)) =1

= Fiir alle aund b = a: A(B[x — a])(p(x)) =1
Fiir alle a und b = a: A(B[u — a])(p(x)) =1
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Pradikatenlogische Resolution

Resolutionsregel in dieser Form alleine unvollstandig fiir Pradikatenlogik
Beispiel:

{{p(x), p(y) ), {=p(u), ~p(v)}}

e unerfullbar

e aber nur Resolventen der Lange 2

30



Pradikatenlogische Resolution

Faktorisierung

wobei

e o allgemeinster Unifikator (MGU) von {Ly, ..., L} ist

31



Beispiel fiir Faktorisierung

{p(x).p(y).r(y.z)}

1p(x).r(x,2)}

mgu(p(x), p(y)) = [x/y]

32



Beispiel fiir Faktorisierung

{p(x).p(y).r(y.z)}
{p(x),r(x,z)}

{p(x).p(y).p(a).r(y.z)}

p(a).r(a.z)}

mgu(p(x), p(y)) = [x/y]

mgu(p(x), p(y). p(a)) = [a/x, a/y]

33



Beispiel fiir Faktorisierung

{p(x).p(y).r(y.z)}

o0 mgu(p(x), p(»)) = [/
{p(x){,%g'f((j)z' )f }{y 2 (00, ), pla)) = [/, 3/
{p({i)(b)%)( 5)(3)( r(y, 0 b up(5).p0) = /]
{P({‘;)( b)(y )( 5)(3)( . ) 2)} mgu(p(y). p(a)) = [a/y]

34



Resolutionskalkiil Res fiir allgemeine Klauseln
(Mengennotation)

CuU{A} DU {-A}

(CU D)o falls o = mgu(Ay, A2) [Resolution]
C U {le L2} N
fall — L, L Fakt
(CU{Li})o alls o = mgu(Ly, L2)  [Faktorisierung]

Es wird immer implizit angenommen, dass die Variablen in einer der beiden Pramissen
der Resolutionsregel ggfs. (bijektiv) umbenannt werden, so dass sie disjunkt mit denen

der anderen Pramisse sind.
Dieses implizite Umbenennen werden wir nicht formalisieren.
Welche Variablennamen man verwendet ist egal.

Beispielsweise konnte man sich vorstellen, dass am Anfang alle Klauseln paarweise
variablendisjunkt sind und das Unifikatoren so gewahlt werden, dass in ihrem
Wertebereich nur neue Variablen vorkommen.
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Beispiel

1.
2.
3.

{P(x), P(f(x)), ~Q(x)}
{—=P(y)}
{P(g(x",x)), Q(x)}

(Gegeben]
(Gegeben]

(Gegeben]

36



Beispiel

T

{P(x), P(f(x)), =Q(x)}
{=P(y)}
{P(g(x",x")), Q(x"")}
{P(f(x)), 7Q(x)}
{-Q(x)}

{Q(x")}

1

Res. 1, 2]
Res. 4, 2]
Res. 3, 2]
Res. 5, 6]

[Gegeben]
(Gegeben]

Gegeben; Bereinigt]

, mgu(P(x), P(y)) = [x/y]

,mgu(P(y), P(f(x))) = [f(x)/y]
,mgu(P(y), P(g(x’,x"))) = [g(x", x"")/y
,mgu(Q(x), Q(x")) = [x/x"]
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Resolutionskalkiil Res fiir allgemeine Klauseln
(Klauselnotation)

CV A DV —A;

(CV D)o falls o = mgu(A;, A2) [Resolution]
CV LVl el (L1, L) el ]
C o alls o = u ; aktorisierun
( \/ L1) % mg 1, L2 g

Es wird immer implizit angenommen, dass die Variablen in einer der beiden Pramissen
der Resolutionsregel ggfs. (bijektiv) umbenannt werden, so dass sie disjunkt mit denen

der anderen Pramisse sind.
Dieses implizite Umbenennen werden wir nicht formalisieren.
Welche Variablennamen man verwendet ist egal.

Beispielsweise konnte man sich vorstellen, dass am Anfang alle Klauseln paarweise
variablendisjunkt sind und das Unifikatoren so gewihlt werden, dass in ihrem
Wertebereich nur neue Variablen vorkommen.
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Beispiel

1.
2.
3.

P(x)V P(f(x)) VvV =Q(x)
—P(y)
P(g(x",x)) vV Q(x)

(Gegeben]
(Gegeben]

(Gegeben]
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Beispiel

I L G

P(x) VvV P(f(x))V =Q(x)
—P(y)

P(g(x",x")) v Q(x")
P(f(x)) V ~Q(x)

—~Q(x)

Q(x")

1

Res. 1, 2
Res. 4, 2
Res. 3, 2]
Res. 5, 6]

[Gegeben]
[Gegeben]

(Gegeben; Bereinigt]

,mgu(P(x), P(y)) = [x/y]

,mgu(P(y), P(f(x))) = [f(x)/y]
,mgu(P(y), P(g(x’,x"))) = [g(x". x"")/y]
,mgu(Q(x), Q(x")) = [x/x"]

40



Wichtig: Haufige Fehlerquellen

e Das Bereinigen (Umbenennen) nicht vergessen!
e Das Faktorisierungen (falls méglich) nicht vergessen!

e Selbstresolution ist moglich!

41



Wichtig: Haufige Fehlerquellen

e Das Bereinigen (Umbenennen) nicht vergessen!
e Das Faktorisierungen (falls méglich) nicht vergessen!

e Selbstresolution ist moglich!

Beispiel:

N ={{p(x)}, {-p(f(x))} —  Vxp(x) A Vx-p(f(x))
Ohne Umbenennen

{p(x)} {—=p(f(x))}

TR, x und f(x) nicht unifizierbar.

Mit Umbenennen

{p(x)} L{ﬁ/o(f(y))} mgu(p(x), p(f(y)) = [f(y)/X]

42



Wichtig: Haufige Fehlerquellen

e Das Bereinigen (Umbenennen) nicht vergessen!

e Das Faktorisierungen (falls méglich) nicht vergessen!

e Selbstresolution ist moglich!

{p(x),—p(f(x))}

O LBOp L mgu(p(£(x)), ply)) = [F(x)/y]

43



Notation

Sei N eine Klauselmenge und
Res(N) = NU{R | R ist eine Resolvente zweier Klauseln aus N

oder Resultat der Faktorisierung einer Klausel aus N}

Res(N) = N
Res"™(N) = Res(Res"(N))

Res*(N) = |J,-n Res"(N)

neN

(bezeichnet die Vereinigung der Ergebnisse aus aller mdglichen Resolutions- und

Faktorisierungsschritte auf N)

44



Resolution: Korrektheit und Vollstandigkeit

Theorem (Korrektheit)
Fiir jede Menge N von Klauseln gilt: Falls 1 € Res*(N), so N unerfiillbar.

Beweis (ldee): Wie bei Aussagenlogik.

Theorem (Vollstandigkeit)
Fiir jede Menge N von Klauseln gilt: Falls N unerfiillbar, so L € Res™(N).

Idee: Reduktion auf Vollstindigkeit der Resolution fiir Grundklauseln (also
Aussagenlogischer Resolution).

— Herbrandinterpretationen

45



Resolution: Korrektheit und Vollstandigkeit

Theorem (Korrektheit)
Fiir jede Menge N von Klauseln gilt: Falls 1 € Res*(N), so N unerfiillbar.

46



Resolution: Korrektheit

Theorem (Korrektheit)
Fiir jede Menge N von Klauseln gilt: Falls 1 € Res*(N), so N unerfiillbar.

Beweis (ldee):
Wie bei Aussagenlogik.

Einzelne Regelanwendung erhalt die Erfiillbarkeit der Klauselmenge.

Auch dies einfach zu beweisen wie in Aussagenlogik (beachte dabei:

Variablen in Klauseln sind universell quantifiziert).
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Resolution: Korrektheit

Theorem (Korrektheit)
Fiir jede Menge N von Klauseln gilt: Falls 1 € Res*(N), so N unerfiillbar.

Beweis:
Annahme: A =G VL, AE GV -l (dh. AEVx(G VL), AEVXx(G VL))

Sei 0 = mgu(Ly, Ly).
Zu zeigen: A = Vx(CG VvV G)o.

Sei 3 beliebig.
AB)(CG V G)o) = A(Boo)(G VvV G) (Substitution-Lemma)

e Fall1: A(Boo)(C) =1 Dann A(B)((C1 V G)o) = 1.

e Fall 2: A(B o o)(CG) = 0. Laut Annahme, A(B o o)(CG V L1) = 1, so
A(B O O')(Ll) = 1. Dann: A(B O O')(LQ) — .A(B)(LQO‘) = A(B)(Lla) =
A(B o o)(Ly) = 1. Also: A(B o o)(—Ly) =0.

Aber A(B O O‘)(CQ\/—ILQ):]., SO .A(B O O‘)(CQ):]. Dann A(B)((C]_\/CQ)O'):].
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Resolution: Vollstandigkeit

Theorem
Fiir jede Menge N von Klauseln gilt: Falls N unerfiillbar, so L € Res™(N).

Idee: Reduktion auf Vollstandigkeit der Resolution fiir Grundklauseln (also
Aussagenlogischer Resolution).

— Herbrandinterpretationen
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Herbrand-Interpretationen

Q enthalte immer mindestens ein Konstantensymbol.

Definition. Herbrand-Interpretationen (iiber ¥) sind X-Strukturen A mit:

1. Uag = Ts Menge der Grundterme, d.h. variablenfreien Terme iiber X
(U4 : Herbrand-Universum)

2. fa:(si,...,sn) = f(s1,...,8n), f/n €
d.h. vorgegeben sind Terme als Daten und Funktionen als Termkonstruktoren.

Variabel sind nur die Interpretationen der Pradikatensymbole pa C Ty, pm € T

Satz.
Jede Menge von Grundatomen / identifiziert genau eine Herbrand-Interpretation A durch

(s1,...,Sn) € pa genau dann, wenn p(si,...,s,) €/

Im folgenden werden wir daher nicht zwischen Herbrand-Interpretationen (iiber ¥) und
Mengen von 2-Grundatomen unterscheiden.
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Herbrand-Interpretationen als Mengen von
Grundatomen

Beispiel:

e Sei A eine Herbrand Interpretation mit:
pa ={(a, b), (f(a),f(b)). (f(f(a)), f(f(b)))} und
g4 ={a, f(a), (f(a)), f(f(f(a))), ...}
Dann sind folgende Grundatome wahr in A:
p(a, b), p(f(a) f(b)), p(f(f(a)) f(f(b))).
q(a), q(f(a)), q(f(f(a)), q(f(f(f(a)))).....

Sei | die Menge dieser Grundatome. [/ identifiziert A.

e Sei I’ ={p(a, b), p(b a), q(b), q(f(b)), q(f(f(b)))}.
I’ identifiziert die Herbrand interpretation A’ mit:

par = {(a,b), (b, a)} und
qur = {b, F(b), F(F(b))}.



Existenz von Herbrand-Modellen

Definition. Eine Herbrand-Interpretation /I heiBt Herbrand-Modell von F,
falls I = F.

(Theorem [Herbrand] Sei N eine Menge von ¥-Klauseln.
N erfiillbar g.d.w. N hat Herbrand-Modell (iiber ¥)

g.dw. Gy (N) hat Herbrand-Modell (iiber ¥)
wobeli

Gy (N) = {Co Grundklausel | C e N, o : X — Ty}

kdie Menge der Grundinstanzen von N ist.

[Beweis spater im Zusammenhang mit dem Vollstdndigkeitsbeweis fiir
Resolution.]



Herbrand-Interpretationen als Mengen von
Grundatomen

Beispiel:
T pres = ({0/0,5/1,+/2}, {< /2,< /2})
Herbrand-Interpretation iiber 2 p,es
I={ 0<0, 0<5s(0), 0<5s(s(0)), ...,
0+0<0, 0+0<s(0), ...,
..., (s(0)+0)+s(0) <s(0)+ (s(0) +s(0))

s(0) + 0 < s(0) + 0 + 0 + s(0)
.
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Beispiel fur Gs

Bzgl. > p,es erhalt man fiir

C=(x<y)V(y < s(x))
folgende Grundinstanzen:

(0 <0) Vv (0<s(0))
(s(0) <0) Vv (0 < s(s(0)))

(s(0) + s(0) < s(0)+0) Vv (s(0)+0 < s(s(0) +s(0)))
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Resolution: Vollstandigkeit

Theorem (Volistindigkeit)
Fiir jede Menge N von Klauseln gilt: Falls N unerfiillbar, so L € Res™(N).

Beweisplan:

1. Sei N eine unter Res saturierte Menge allgemeiner Klauseln, d.h.
Res(N) C N. Dann ist auch Gy (N) saturiert.

Beweis: “Lifting-Lemma”

2. Sei N eine Menge von 2 -Klauseln.
N erfiillbar g.d.w. N besitzt Herbrand-Modell iiber ..

3. Sei N Menge allgemeiner Klauseln mit Res(N) C N. Dann
N = 1| genau dann, wenn | € N.
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Resolution: Vollstandigkeit

Theorem (Volistindigkeit)
Fiir jede Menge N von Klauseln gilt: Falls N unerfiillbar, so L € Res™(N).

Beweisplan:

1. Sei N eine unter Res saturierte Menge allgemeiner Klauseln, d.h.
Res(N) C N. Dann ist auch Gy (N) saturiert.

Beweis: “Lifting-Lemma”

2. Sei N eine Menge von > -Klauseln.
N erfiillbar g.d.w. N besitzt Herbrand-Modell iiber ..

3. Sei N Menge allgemeiner Klauseln mit Res(N) C N. Dann
N = 1 genau dann, wenn 1 € N.
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Lifting-Lemma

-
Lemma. Falls

Co Do
C/
dann gibt es 7, so dass

C D
C

Lund C’ = C"'7.

[aussagenlogische Resolution]

[allgemeine Resolution]

Entsprechend fiir Faktorisieren.
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Lifting-Lemma: Beweis

Beweis (ldee)

Sei C=C; VL, D=GCV-lL,.
Co=CoV Lo, Do = GoV —lso.
Lioc = Lyound C' = (G VvV G)o.

L1, Lo unifizierbar. Sei p = mgu(Li, Lo).

Die Resolvente C’’ ist dann (C; V G)p.

p ist allgemeiner als o, d.h. es gibt eine Substitution 7 mit o(x) = 7(p(x))
fur alle x € X.

Cl'r = (Cl V C2)p7‘ = (Cl V CQ)O‘ = C’.
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Saturiertheit von Mengen allgemeiner Klauseln

Sei N eine Klauselmenge und
Res(N) = NU{R | R ist eine Resolvente zweier Klauseln aus N

oder Resultat der Faktorisierung einer Klausel aus N}

Res(N) = N
Res"™(N) = Res(Res"(N))

Res*(N) = |J,-n Res"(N)

neN

(bezeichnet die Vereinigung der Resolventen aus aller mdglichen Resolutionsschritte
auf )
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Saturiertheit von Mengen allgemeiner Klauseln

)
Theorem.

Sei N eine unter Res saturierte Menge allgemeiner Klauseln, d.h.
Res(N) C N. Dann ist auch Gy (N) saturiert, d.h.

Res(Gz(N)) C Gz (N).
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Saturiertheit von Mengen allgemeiner Klauseln

Theorem.
Sei N eine unter Res saturierte Menge allgemeiner Klauseln, d.h.

Res(N) C N. Dann ist auch Gy (N) saturiert, d.h.
Res(Gz(N)) C Gz (N).

. J

Beweis. Sei C’ € Res(Gs(N)). D.h. es gibt: (i) Grundinstanzen Co und Do’ von N
mit Resolvente C’, oder (ii) Grundinstanz Co s.d. C’ durch Faktorisierung abgeleitet.

(i) Ist C’ Resolvente, so kénnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass 0 = o”’.

(Nur wenn C und D nicht variablen-disjunkt waren, kdnnte dies schiefgehen.
Dann aber diirfen und miissen wir die Variablen in einer Klausel umbenennen.)

Wegen des Lifting-Lemmas sind C und D resolvierbar mit einer Resolvente C”’
so dass C’'1T = C’, fiir eine geeignete Substitution 7. Weil C’* € N nach

Voraussetzung, ist C’ € Gsg(N).

(ii) Analog fiir den Fall, dass C’ durch Faktorisierung abgeleitet wurde.
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Satz von Herbrand

 Theorem (Herbrand)
Sei N eine Menge von 2 -Klauseln.

N erfiillbar g.d.w. N besitzt Herbrand-Modell iiber 2

"

Beweis:
“<=" trivial
NEL = 1 ¢&Res™(N) (Res. korrekt)
= 1 & Gy(Res™(N))
= Gy (Res™(N)) hat ein ('aussagenlogisches’) Modell
= Gy (Res™(N)) hat ein Herbrand Modell |

= | |= Res™(N) (I Herbrand-Modell)
=1 E=N (N C Res™(N))
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Korrektheit und Vollstandigkeit der allgemeinen
Resolution

( Theorem
Sei N Menge allgemeiner Klauseln mit Res(N) C N. Dann:

N = L genau dann, wenn L € N
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Korrektheit und Vollstandigkeit der allgemeinen
Resolution

( Theorem
Sei N Menge allgemeiner Klauseln mit Res(N) C N. Dann:

N = L genau dann, wenn L € N

Proof: “<«<=" trivial

“=-:" Sei N Klauselmenge mit Res(N) C N.
Dann Res(Gs(N)) C Gs(N) (Theorem Seite 60)

Annahme: N = L. Dann Gy (N) = L (Wir haben gezeigt, dass Gs(N) = L = Gz (N)
hat Herbrand Modell / und I = N)

Aber Gy (N) = L gdw. L € Gs(N) (aussag.log. Resol. vollstandig + korrekt).
Es ist leicht zu sehen, dass 1 € Gx(N) gdw. L € N.
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Resolution: Vollstandigkeit

Theorem (Volistindigkeit)
Fiir jede Menge N von Klauseln gilt: Falls N unerfiillbar, so L € Res™(N).

Beweis:
Sei M = Res™(N). Dann Res(M) C M. So: M =1 gdw. L€ M.
Widerspruchsbeweis:

Annahme: L & Res™(N). Dann Res™(N) ~L, d.h. Res™(N) hat ein Modell A.
Da N C Res®(N), A= N, dh. N EL.
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Pradikatenlogische Resolution: Beispiel (1)

Gegeben die Formel F:

(VxVy(p(x,y) = q(x, y))A

VxVy(r(x,y) — s(x,y))

) —

(VxVy((3z(p(x,z) A r(z,y))) —
(3z(q(x, z) A's(z,y)))))

)

Gezeigt werden soll die Allgemeingiiltigkeit von F mittels Resolution
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Pradikatenlogische Resolution: Beispiel (2)

Dazu zeigen wir die Unerfiillbarkeit von —F:

=((VxVy(p(x,y) = q(x, y))A
VxVy(r(x,y) — s(x,y))
) —
(VxVy((Jz(p(x,z) A r(z,y))) —
(3z(q(x, z) A's(z,y))))
))

Diese Formel muss zunachst in Klauselnormalform transformiert werden
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Pradikatenlogische Resolution: Beispiel (3)

Elimination der Implikationen:

~(=(VxVy(=p(x, ¥) V q(x, y))A
VxVy(=r(x,y) V s(x, y))
) V
(VxVy(=(3z(p(x, z) A r(z, ¥)))V
(Fz(q(x, z) ANs(z,y))))
))
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Pradikatenlogische Resolution: Beispiel (4)

AuBere Negation nach innen schieben:

(VxVy(=p(x,y) V q(x, y))A
VxVy(—=r(x,y) V s(x,y))
) A
—(VxVy(—=(3z(p(x, z) A r(z,y)))V
Az(q(x, z) A's(z,y)))
)
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Pradikatenlogische Resolution: Beispiel (5)

Negation an den Allquantoren vorbei:

((VxVy(=p(x,y) V q(x, y))A
VxVy(=r(x,y) Vs(x,y))
) A
(IxAy—=(=(3z(p(x, z) A r(z,y)))V
dz(q(x, z) A s(z,y)))
))
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Pradikatenlogische Resolution: Beispiel (6)

De Morgan:
((YXVy(=p(x, y) V q(x, y))A
VxVy(=r(x,y) Vs(x, y))
) A
(Ax3y((Fz(p(x, 2) A r(z, ¥)))A
—3z(q(x, z) A s(z,y)))

)
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Pradikatenlogische Resolution: Beispiel (7)

Negation am Quantor vorbei:

(YXVy(=p(x, y) V q(x, y))A
VxVy(=r(x,y) V s(x, y))
) A
(AxFy ((Fz(p(x, 2) A r(z, ¥)))A
Vz—(q(x, z) A s(z,y)))

)
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Pradikatenlogische Resolution: Beispiel (8)

De Morgan
((YxVy(=p(x,y) V q(x, y))A
VxVy(=r(x,y) V s(x, y))
) A
(Ax3y((Fz(p(x, 2) A r(z, ¥)))A
Vz(—q(x, z) V =s(z, y)))

)

Nun ist die Formel in Negationsnormalform
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Pradikatenlogische Resolution: Beispiel (9)

Bereinigen der Formel fiihrt zu:

(VxVy (=p(x, y) Valx, y)A
Vx'Vy'(=r(x, y") V s(x, y'))
) A
(3x3y”"((Fz(p(x", 2) A r(z, y"")))N
VZ'(~q(x”, 2") vV —s(2', y"")))

)
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Pradikatenlogische Resolution: Beispiel (10)

Da die Formel bereinigt und in NNF ist, kann man alle Quantoren nach

vorne ziehen:
VxVyVx'Vy’Ax"" Ay AzV 2’ (

(=p(x, ¥) V q(x, y))A
(=r(x" y") vV s(x', y'))
p(x’, z)A

r(z, y"” )N\

(mq(x". 2") v =s(2’, y"))

)

Nun ist die Formel in Pranexnormalform, die Matrix der Formel ist auch
schon in konjunktiver Normalform
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Pradikatenlogische Resolution: Beispiel (11)

Skolemisieren:

xX'"—= f(x,y, x"y"), y'—=glxy x",y'), z—= h(x,y,x"y")

VxVyVx'Vy'Vz/(

(=p(x,¥) V a(x, ¥))A

(=r(x" y") vV s(x’, y'))

p(f(x,y, x", y"), h(x, y, x", y" )N
r(h(x,y,x",y"), g(x,y, x", y")IA

(—q(f(x, ¥, x",y"),2") vV =s(2', g(x, y, x", y")))

)
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Pradikatenlogische Resolution: Beispiel (13)

In Klauselmengenschreibweise:

{-p(x.¥), a(x,y)}

{=r(x", y"), s(x", ")}

{p(f(x,y,x",y"), h(x, ¥y, x", y")) }

{r(h(x,y, x",y"), g(x,y,x", y'))}

{—a(f(x,y. x" y"). 2"), =s(2’, g(x, y, x", y"))}

U
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Pradikatenlogische Resolution: Beispiel (14)

{-p(x,¥), a(x,y)}

{=r(x",y"), s(x", y")}

{p(f(x,y,x",y"), h(x, ¥y, x", y")) }

{r(h(x,y, x",y"), g(x,y,x", y'))}
{—a(f(x,y,x",y"),2"), =s(z', g(x, y, x", y')) }

U

Resolution der Klauseln 1. und 3. Dazu zunachst Umbenennung der
Variablen x, y in 3., um die Klauseln variablendisjunkt zu machen

1: {-p(x,y).q(x,y)} 3" :{p(f(u,v,x",y’"), h(u,v,x", y’))}
6: {q(f(u,v,x",y"), h(u,v,x',y’))}

Verwendeter MGU: [f(u, v, x’, y")/x, h(u, v, x",y")/y]
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Pradikatenlogische Resolution: Beispiel (15)

{-p(x. ), a(x,y)}

{=r(x",y"), s(x", y")}

{p(f(x,y,x",y"), h(x, ¥y, x", y")) }

{r(h(x,y, x", y"), g(x,y,x", y'))}
{—a(f(x,y,x",y"),2"), =s(z', g(x,y, x", y")) }
{q(f(u,v,x",y"), h(u, v, x", y"))}

Resolution der Klauseln 2 und 4. Dazu zunachst Umbenennung der

o & gs 89 N

Variablen x’, y’ in 4, um die Klauseln variablendisjunkt zu machen

2: {or(xy") s(x"y")y 47 {r(h(x,y,u v) g(x,y,u,v))}
7: {s(h(x,y, u,v) g(x,y uv))}

Verwendeter MGU: [h(x, y, u,v)/x", g(x,y, u,v)/y’]
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Pradikatenlogische Resolution: Beispiel (16)

{=p(x,¥). q(x,y)}

{=r(x", y"), s(x", y")}

{p(f(x,y,x",y"), h(x, ¥y, x", y")) }

{r(h(x,y, x", y"), g(x,y,x", y'))}
{—a(f(x,y,x",y"),2"), =s(z', g(x,y, x", y")) }
{q(f(u,v,x",y"), h(u, v, x", y")}

{s(h(x,y,u v), g(x,y,u v))}

N o o & W b=

Resolution der Klauseln 5 und 6. Dazu zunachst Umbenennung der
Variablen x’, y’ in 6, um die Klauseln variablendisjunkt zu machen.

5: {=q(f(x.y,x".y"). 2"), =s(z/. g(x. y. x". y")} 6: {q(f(u,v,u",v'), h(u, v, u", v')}
8: {—s(h(u,v,u’,v’), g(u,v,u’,v’))}

Verwendeter MGU: [u/x, v/y,u’/x",v'/y", h(u, v, u’,v")/Z’]
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Pradikatenlogische Resolution: Beispiel (17)

{-p(x,y), a(x,y)}

{=r(x",y"), s(x", y")}

{p(f(x,y,x",y"), h(x, ¥, x", y")) }

{r(h(x,y, x",y"), g(x,y,x", y'))}
{—a(f(x,y,x",y"),2"), =s(z', g(x,y, x", y")) }
{q(f(u,v,x",y"), h(u,v,x", y"))}

{s(h(x,y,u v), g(x y, uv))}
8. {-s(h(u,v,u",v'), g(u,v,u,v"))}

Resolution der Klauseln 7 und 8. Dazu zunachst Umbenennung der

N o o & Db =

Variablen u, v in 8, um die Klauseln variablendisjunkt zu machen.

7: {s(h(x,y,u v). g(x,y,uv))} 8 : {=s(h(u"”, v, u",v') g(u”,v" u",v"))}
1

Verwendeter MGU: [u”’ /x, v/ [y, u’ Ju, v’ /V]
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Pradikatenlogische Resolution: Beispiel (18)

Damit ist die leere Klausel | abgeleitet,

also ist die Klauselmenge unerfiillbar,
also ist die Formel —F unerfullbar,

also ist die Formel F allgemeingiiltig

(Korrektheit des Resolutionskalkiils)
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Pradikatenlogische Resolution

e Zu zeigen: F (un)erfiillbar
Pranexnormalform, Skolemnormalform, KNF, Resolution
Falls L hergeleitet werden kann: F unerfiillbar

e /Zu zeigen: F allgemeingiiltig
Zeige, dass —F unerfiillbar ist.

o Zu zeigen: {F1,F,... Fo} EF
Zeige, dass F1 A Fo A --- A Fy A = F unerfiillbar ist.
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Zusammenfassung: Pradikatenlogische Resolution

Pradikatenlogische Resolutionsregel
Faktorisierung

Kombination von Resolution und Faktorisierung
Haufige Fehlerquellen

Korrektheit und Vollstandigkeit

Beispiel
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