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Aufgabe 1:

Es sei

f : R2 → R, f(x, y) :=

{
x3y
x4+y2

für (x, y) 6= (0, 0)

0 für (x, y) = (0, 0)

a) Berechnen Sie die partiellen Ableitungen von f in (0, 0).
b) Berechnen Sie die partiellen Ableitungen von f in allen (x, y) 6= (0, 0).
c) Zeigen Sie, dass f in (0, 0) stetig, jedoch in (0, 0) nicht total di�erenzierbar ist.

Lösung:
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Aufgabe 2:

(i) Sei f : R2 → R2 das Vektorfeld

f(x, y) = (xy − ex, x sin (xy))

und g : R2 → R die Funktion
g(u, v) = uv − 1 .

a) Berechnen Sie die zusammengesetzte Funktion F = g ◦ f .
b) Berechnen Sie die partiellen Ableitungen von F direkt mit Hilfe des in Teilaufgabe a)
gefundenen expliziten Terms.
c) Berechnen Sie den Gradienten ∇F von F mit Hilfe der Kettenregel

∇F (x, y) = ∇g(f(x, y)) · Jf (x, y) .

(ii) In R3 ist für a = (a1, a2, a3), b = (b1, b2, b3) das Vektorprodukt

a× b := (a2b3 − a3b2, a3b1 − a1b3, a1b2 − a2b1)

de�niert. Zeigen Sie:
Sind (ak) und (bk) konvergente Folgen in R3 mit limk→+∞ ak = α und limk→+∞ bk = β, so
gilt

lim
k→+∞

(ak × bk) = α× β .

Lösung:
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Aufgabe 3:

a) Bestimmen Sie für

f : R2 → R, f(x, y) := x · sin y − y · sinx

das Taylorpolynom zweiten Grades um den Entwicklungspunkt (x0, y0) = (0, 0).
b) Untersuchen Sie, in welchen Punkten

f : R2 → R2, f(x, y) := (x+
1

2
y2, y +

1

2
x2)

lokal injektiv ist.

Lösung:
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Aufgabe 4:

a) Bestimmen Sie alle Extrempunkte von

f : R2 → R, f(x, y) := x3 + y3 − 3x− 12y + 20

und untersuchen Sie, ob ein lokales Maximum oder ein lokales Minimum vorliegt.
b) Das Risiko bei einem Portfolio aus drei Aktien ist gegeben durch

R(α1, α2, α3) =
1

2
α2
1 + α2

2 +
1

2
α2
3 ,

wobei
α1 + α2 + α3 = 1

und αj ∈ [0, 1] die Anteile sind, die in der j-ten Aktie veranlagt wurden. Bei welchen
Anteilen ergibt sich das minimale Risiko?

Hinweis: Sie können b) mit der Methode der Lagrange - Multiplikatoren lösen oder
die Nebenbedingung α1+α2+α3 = 1 benutzen, um eine Variable (z. B. α3) zu eliminieren.

Lösung:
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Aufgabe 5:

a) Veri�zieren Sie den Hauptsatz für Kurvenintegrale, indem Sie für

F : R2 → R, F (x, y) := − y

1 + x2

das Kurvenintegral
∫
C
< ∇F, dx > für die (x0, y0) := (0,−1) und (x1, y1) := (1,−4)

verbindenden Kurven C1, C2 mit den Parameterdarstellungen σi, i = 1, 2 berechnen mit

(i) σ1 : [0, 1]→ R2, σ1(t) := (t,−1− 3t)

(ii) σ2 : [0, 1]→ R2, σ2(t) :=

{
(0,−6t− 1) für 0 ≤ t ≤ 1

2

(2t− 1,−4) für 1
2
≤ t ≤ 1

b) Untersuchen Sie, ob k ein konservatives Kraftfeld ist für

(i) k : R2 → R2, k(x, y) := (xy2, xy),

(ii) k : R2 → R2, k(x, y) := (yex, ex − cos y) und
(iii) geben Sie eine Potentialfunktion für k an, sofern k ein konservatives Kraftfeld ist.

Lösung:
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Aufgabe 6:

Bestimmen Sie die Bogenlänge L
a) der Kurve C (Asteroide) mit der Parameterdarstellug

σ : [0, a]→ R2, σ(t) := (t, (a
2
3 − x

2
3 )

3
2 ) ,

wobei a > 0 eine vorgegebene Konstante sei.
b) Berechnen Sie die Masse

∫
C
% ds einer Schraubenfeder mit der Massendichte

%(x, y, z) := xyz

und C der Schraubenfeder mit der Parametrisierung

σ : [0, 2]→ R3, σ(t) := (R cos t, R sin t, ht) .

Dabei seien h,R > 0 vorgebene Konstanten.
Hinweis: Beachten Sie die trigonometrische Formel sin (2t) = 2 cos t · sin t.

Lösung:
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Aufgabe 7:

a) Berechnen Sie
(i)
∫
G
ex+y d(x, y) für G := [0, π

2
]× [0, π].

(ii)
∫
G
x2 exy d(x, y) für G := {(x, y) ∈ R2 | 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1, x+ y ≤ 1}.

b) Berechnen Sie mit Hilfe der Transformationsformel∫
G

x2 + y2 d(x, y)

für G := BR(0, 0) := {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 ≤ R2} und Polarkoordinaten

x = r cosφ,

y = r sinφ .

Lösung:
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