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Aufgabe 10.1

Zwei Normen ||-|| und ||-||" auf einem R-Vektorraum V heiflen dquivalent, falls es Konstanten a, b € R™ gibt,
so dass
alfx[|” < [lx[| < B[]’

fiir alle x € V gilt. Da dquivalente Normen dieselbe Topologie auf V induzieren, kommt es also nicht darauf
an, welche der beiden Normen man zur Definition des Begriffs Offenheit verwendet.

Beweisen Sie den folgenden

Alle Normen auf R™ sind dquivalent.

Losung zu Aufgabe

Es gentigt zu zeigen, dass jede gegebene Norm ||-|| zur Maximumsnorm ||-|| dquivalent ist. Wir gehen dazu
in drei Schritten vor:

a) Wir zeigen als Erstes, dass es eine Zahl b € R gibt so dass
X[} < b - [|x[|oo (1)

fiir alle x € R™. Dazu betrachten wir die Entwicklung von x nach den kanonischen Einheitsvektoren
ei, alsox = ) I' | xje;. Damit ergibt sich

n n n
D e < D - fleil < ) lIxlloo - fleill-
i=1 i=1 i=1

Mit b := > I ,|/ei| ist daher ein entsprechendes b gefunden, so dass (1) erfiillt ist.

x|l =

b) Esseinun S :={x € R™ | ||x||cc = 1} die Einheitssphire beziiglich der Maximumsnorm. Die Abbildung
X — ||x|| ist stetig beziiglich der Maximumsnorm, dies folgt aus der Abschatzung

[F0) = F)l = [l = [l < Ix =yl < - fx = Ylleo

fir x,y € R™ Im letzten Schritt haben wir (1) aus Schritt[a) angewandt.
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¢) Die Einheitssphare ist beziiglich der Maximumsnorm kompakt und die Abbildung aus [b) ist stetig.
Daher nimmt f auf S ein Minimum a an. Da f nur positive Werte hat, ist a > 0. Aus ||x|| > a fir alle

x € S folgt

H > a fiir alle x € R™,
[pal

also

Xl = a - fIx[loo ()

Durch (1) und (2) ist nun die Aquivalenz der beiden Normen bewiesen.

Aufgabe 10.2
Sei U C R™ und seien f, g: U — R zwei stetige Funktionen. Fiir jedes x € U werde definiert
@(x) = max (f(x), g(x)) sowie 1p(x):=min (f(x),g(x)).

Zeigen Sie, dass @,: U — R stetig sind.

Losung zu Aufgabe

Schreibe die beiden Funktionen ¢, ¥ um zu

(f(x) + g(x) + [f(x) — g(x)])
b(x) = 5 (f(x) + g(x) — [f(x) — g(x)[) .

Die Stetigkeit folgt unmittelbar aus der Stetigkeit der (reellen) Betragsfunktion und den Rechenregeln fiir
stetige Funktionen.

Aufgabe 10.3

Es sei a = (aj, az, as,...) eine unendliche Zahlenfolge mit a; € R fir alle i € N sowie X die Menge aller
solchen Zahlenfolgen. Zeigen Sie, dass durch

Zoo _ lax — byl
(a,0) = 1+ |ax — byl

eine Metrik auf X definiert wird.

Losung zu Aufgabe

Um zu zeigen, dass d eine Metrik ist, miissen wir fiir alle x,y, z € X die drei Eigenschaften a) d(x,y) > 0

und d(x,y) =0 & x =y, b) d(x,y) = d(y,x) und ¢) d(x,y) < d(x,z) + d(z,y) nachweisen.
Im Folgenden seien x,y, z € X beliebige Folgen.

a) Offensichtlich ist d(x,y) > 0, da alle Terme innerhalb der Summe nichtnegativ sind. Den Beweis
d(x,y) =0 & x =y fihren wir in zwei Richtungen:

« x =y = d(x,y) = 0: Klar durch Einsetzen in die Reihe.
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« d(x,y) = 0 = x = y: Der Faktor 27 in der Reihe ist immer positiv. Damit also das Produkt (und
damit die Reihe) Null sein kann, muss |xx —yx| = O fiir alle k sein. Dies ist jedoch gleichbedeutend
mit X = y.

b) Die Symmetrie folgt direkt aus der Symmetrie des reellen Betrags.
c) Esverbleibt die Dreiecksungleichung zu zeigen.
- X1 — Y|
d(x,y) = %2“] r——

o0
kP —zc+ z — yud
- T+ [xx =z + zik — Yi|

k=0
< Zz—k< I — zi| + |z — | )
— T+ (P — zie| + [z —yxl)
_ Z <2k |Xk—Zk‘ +2,k |Zk _yk| )
= T+ (]xk — zk| + |zx —yx|) T+ (pac— zi| + |zx —yxl)
< Zz—kM Zz—km
=7 Tt -] =0 T4 fze— Yy
=d(x,z) + d(z,y)

Aufgabe 10.4
Es sei I
f RIS R, f(x,y) = { Ay fir(oy) #(0,0)
0 fir (x,y) = (0,0)
a) Berechnen Sie die partiellen Ableitungen von f in allen (x,y) # (0,0).
b) Untersuchen Sie, ob die Funktion f in (0, 0) partiell differenzierbar ist.

¢) Untersuchen Sie, ob f in (0, 0) stetig ist.

Lésung zu Aufgabe

a) f ist in allen Punkten ungleich (0, 0) differenzierbar und es gilt

E(X - (Bx*y + 5x4) (x* +y*) — (43) (Y + x°)
x 09T (x* +y*)?

o ) = ¥ (x* +y) =4y (Py + %)

oy YT (" y'?

b) Wir iiberpriifen die partielle Differenzierbarkeit im Punkt (x¢,yo) = (0,0) mit Hilfe der Definition:

y f((x0,Yo) +h-er) —f(xo,yo) .. f(h,0)—0

im = lim

h—0 h h—0 h
=[1]

lim f((x0,yo) + - ea) —f(x0,yo) _ lim f(0,h) -0

h—0 h h—0
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Die Funktion f ist also partiell differenzierbar im Punkt (0, 0) und es gilt % (0,0) =Tund %(O, 0)=0.

c¢) Die Funktion f ist nicht stetig, denn fiir die Folge (%, ]E) — (0,0) gilt

1 1 1
(I kTS
ox) ST T
@i
k+1 1

= 27100

Aufgabe 10.5

a) Sei F: R™ x Rt — R definiert durch

2
F(x,t) = t2 exp <_HZ’|£’> .

oF
Zeigen Sie, dass F(x, t) eine Losung der Warmeleitungsgleichung AF — Pl 0 is

b) Seic > 0, k € R" und w = ||k[/c. Sei f: R — R eine beliebige, zweimal stetig differenzierbare
Funktion. Verifizieren Sie: Die Funktion

F:R" xR =R, F(x,t):="f((kx)— wt)

1 9°F

2oz~ ”

ist eine Losung der Wellengleichung AF —

Losung zu Aufgabe

a) Unter Verwendung der Produkt- und Kettenregel schlieffit man folgendermafien:

= OF
AF(Xa t) = Z ﬁ(x)t)
i1 9%
n n
o2 o1
t2 — —
; ox? o |- g

'In diesen beiden Teilaufgaben bezieht sich der Laplace-Operator A ausschlielich auf die ersten n (raumlichen) Koordinaten des
Problems.
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oF O = 1
—(x,t) = — |t 2 exp —foa
j=1

ot ot
:F(th)
-n 1
= 5 Flot) + 5 IxIPF )
= AF(X) t))
also
oF
AF— — =0
0

b) Setzen wir k = (k1,...,kn), so lautet F ausgeschrieben

F(x,t) = f((k,x) — wt) = f((k,x) — ||k|ct) = f (i KyXy — HkHct) .

v=1
Firi=1,...,n gilt nach der Kettenregel

oF o
E)Tq(x’t) = f'({k,x) — [[k[|ct) - ki

azF i 2
ﬁ(% t) = f"((k,x) — [[k[[ct) - k{.

Damit ist

n
= 1"((k,x) = [[Kllet) - ) K¢
i=1

= [Ik]l® - " ({k,x) — [[K[|et)
Ferner erhalt man fiir die partiellen Ableitungen nach t mit der Kettenregel

20t = (k) = [iet) - (=)
o°F 1/ 2
22068 = (0K ) = let) - (—[)

= [Ik]|%c* - £((k, x) — [[k[[ct).
Damit ist

10°F

AF— =S —0.
cZ 9t?

Aufgabe 10.6

341
Fiir welche Werte a € R ist die Matrix A = |4 6 1 | positiv bzw. negativ definit?
11 a
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Hinweis: Anstatt die Eigenwerte der Matrix A zu berechnen, kénnen Sie auch das Untermatrizen-Kriterium
aus der Vorlesung zu benutzen: Sei A = (ay;) eine symmetrische n xn-Matrix. Ferner seienfirk = 1,2,...,n
die Untermatrizen Ay = (ajj)i—1,...x definiert. Dann gilt:

j=1,....k

1=l

a) Istdet Ay > O fur alle k = 1,...,n, dann ist A positiv definit.

b) Sind die Zahlen det Ay, det A, ..., det A;, = det A abwechselnd negativ und positiv, so ist A negativ
definit.

Losung zu Aufgabe

Wir berechnen die Determinanten der Hauptminoren: det A1 = 3 > 0 (somit kann A nie negativ definit sein),
detAy; =2 > 0Ound det A = 2a — 1. Damit A positiv definit ist, muss det A > 0 sein, also a > %

Aufgabe 10.7

a) Bestimmen Sie alle kritischen Punkte der Funktion f: R? = R, f(x,y) =x*+xy +y>+x—y + 1
und untersuchen Sie, ob ein lokales Maximum oder Minimum vorliegt.

b) Sei F: R? — R, F(x,y) := ax’® + by? + 2xy mit a, b € R. Bestimmen Sie die Parameter a und b so,
dass

1. im Punkt (1,—1) ein lokales Minimum vorliegt und

2. die Einschrankung F| fir x = 0 einen Wendepunkt hat.

x=—y
c) Bestimmen Sie die Extrema der Funktion f: R3 — R, f(x,y,z) = 5x +y — 3z auf dem Schnitt

der Ebene x +y + z = 0 mit der Kugeloberfliche x> + y2 + z* = 1 mit Hilfe der Lagrangeschen
Multiplikatorenregel.

Losung zu Aufgabe

a) Um die kritischen Stellen zu finden, bestimmen wir die Nullstellen des Gradienten von f. Es gilt
gradf = (2x +y + 1,x 4+ 2y — 1). Der Gradient hat ausschliefilich die Nullstelle (x¢,yo) = (—1,1).
Zur Charakterisierung des Kandidaten fiir einen Extrempunkt bestimmen wir die Hessematrix H¢(x,y).

21
1 2)
1 und 3.), es liegt daher ein lokales Minimum vor.

Hier ist H¢(x,y) = . Diese Matrix ist nach dem Hauptminorenkriterium positiv definit (EWe:

b) Wie in der Ubung besprochen ist diese Aufgabe fehlerhaft und nicht lésbar. Siehe Ubungsblatt 11.

c¢) Betrachte die Lagrange-Funktion zum gegebenen Extremums-Problem
LYz, ) =5x +y —3z+ A(x +y +2) + px? +y* + 22 —1).

Damit erhalten wir das folgende Gleichungssystem

Ly=5+AN+2ux =0
Ly=1+A+2ny =0
L,=-3+A+2uz =0
Ly=x+Yy+z =0
Ly=x*+y*+22—1 =0
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Addiert man die ersten drei Gleichungen, so erhilt man in Verbindung mit der vierten 3 + 3A = 0, also
A = —1. Damit gehen die beiden ersten Gleichungen tiber in 4 + 2ux = 0 und 2y = 0. Aus ihnen
folgt, dass 1 # 0 und y = O sein muss. Aus den beiden letzten Gleichungen ergibt sich nun z = —x

2 _ — 4+ 1
und 2x- =1, also x = iﬁ.
Durch Einsetzen verifiziert man, dass die Punkte (x1,Y1,21) = (%, 0, —%) sowie (x2,Y2,22) =
(—%, 0, %) das Gleichungssystem mit A = —1 und p = F2+/2 erfiillen.

Um die gefundenen kritischen Punkte zu charakterisieren werten wir die Hessematrix auf dem Tan-
gentialraum aus. Dazu bestimmen wir zunéchst die Hessematrix H beziiglich x, y, z:

Lyx £xg ﬁxz
HL(X,U, Z) = 'ny ['yy »Cyz
Lox Ezy L,

2u 0 0

=0 2u O

0 0 2u

Ferner gilt fiir den Tangentialraum T,,, = (span (Vg1,ng))J‘ = span (Vg; x Vgz). Mit den
Gradienten Vg; = (1,1,1) und Vg, = (2x, 2y, 2z) der Nebenbedingungen folgt

2z -2y
Vgi xVgr=|2x—2z
2y —2x
—v2 —v2
Fur (x1,y1,21) = (%,O,—\i&) ist Ty, y,z; = span V2 =a- | 2v/2 | fir a € R. Mit
V2 V2
n= —2V2 folgt dann
—av2 —4/2 0 0 —av2 —av?2 8a
(| 2av2 |, 0 —4v2 0 2av2 |)={(| 2av2 |, | —16a |)
—av2 0 0 —4v2) \—av2 —av2 8a

— —8a?V2 —32a*V2 — 8a*V2
= —48a%V2 < OVa.

Im Punkt (x1,y1,27) liegt also ein Maximum vor. Analog rechnet man nach, dass im Punkt (x;, Yz, z2)
ein Minimum vorliegt.

Aufgabe 10.8

a) Untersuchen Sie, in welchen Punkten f: R? — R?, f(x,y) = (xz +y4, x3y) lokal injektiv ist.

b) Bestimmen Sie fiir f: R? — R, f(x,y) = x%e¥ + 2y das Taylorpolynom zweiter Ordnung um den
Entwicklungspunkt (xo,yo) = (2,0).
c) Berechnen Sie fiir f aus die Richtungsableitung in (1, 3) in Richtung v = (%, %)
d) Gegeben sei die Funktion f: R? — R, f(x,y) = x* +y* —4xy — 11x + 2.
1. Zeigen Sie, dass durch f(x,y) = 0 in einer Umgebung des Punktes (1, 2) eine Funktion y = y(x)
definiert wird.
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2. Berechnen Sie y’(1).

3. Berechnen Sie naherungsweise y(1.1).

Losung zu Aufgabe

a) Die Funktion f ist in einem Punkt (x¢,Yyo) lokal injektiv, wenn die Jacobi-Matrix J;(x,y) von f in
(x0, Yo) invertierbar ist.

2 43
Ji(x,y) = <3x§y ;J3 ) , det Jr(x,y) = P 12xzy4 =x? <2x2 — 12y4) .

Die Matrix J¢(x,y) ist also fiir Punkte auf der x-Achse oder Punkte auf der Parabel y = :I:% nicht

invertierbar.

b) Zunichst bestimmen wir die partiellen Ableitungen von f.

of o%f
a(xyy) = 2xe? w(x)y) = 2¢”
of o%f
@(X)y) :XZey +2 @(X)U) = Xley
o%f
= 2xeY
axay(x,y) xe
Mit (&,m) — (0, 0) ergibt sich fiir das Taylorpolynom zweiter Ordnung
of of 0%f g2 o N o
f(2 =f(2 —(2 —(2 —(2,0)= 4+ —(2,0)= 2
Q+£,04m) =F2,0)+ 320+ Z 20+ 552,05 + 532,07 + 352,00

=44+4E+6n+ &+ 2n” 4+ 4&n

c) Gemaif der Vorlesung berechnet sich die Richtungsableitung als Skalarprodukt des Gradienten mit dem
(normierten) Richtungsvektor. Hier ist also

2¢3 5 5, 12, 24
Y " S+2)0\-12)/ 76" T13° T3

d) 1. Fur die gegebene Funktion f gilt im betrachteten Punkt (x¢,yo) = (1,2) f(1,2) =1+ 16— 8 —
1142 = 0. Ferner gilt § = 5x* —4y — 11 und & = 4y> — 4x, die partiellen Ableitungen sind

also stetig. Weiterhin ist 2—3(1 ,2) = 28 # 0. Folglich ist in der Umgebung des Punktes (1,2)
durch die implizite Vorschrift F(x,y) = 0 eine Funktion y = y(x) definiert.

2. Es gilt nach den Resultaten der Vorlesung

of .
; __&_SX —4y —11
y'(x) = of T dp—dx
dy

In (x0,Yo) = (1,2) ist also
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3. Wir bestimmen den Wert von y(1.1) durch Taylorentwicklung bis zum linearen Glied, also
y(x) ~ y(xo) +y’(x0) (x —x¢). Demnach ist y(1.1) ~ y(1)+y’(1)(1.1—1) =2+ %-0.1 = 2.05.

Aufgabe 10.9
a) Berechnen Sie die Rotation und die Divergenz des folgenden Vektorfeldes v: R? — R3,

2xz3 + 6y
v(x,y,z) = | 6x —2yz
3x222 — 2

b) Seien f: R® — R ein zweimal stetig differenzierbares Skalarfeld und v: R? — R? ein zweimal stetig
differenzierbares Vektorfeld. Beweisen Sie die folgenden Rechenregeln fiir Differentialoperatoren:
1. rot(grad f) = 0 (Gradientenfelder sind wirbelfrei).
2. div(rotv) = 0 (Wirbelfelder sind quellenfrei).

Losung zu Aufgabe
a) Fiir die Rotation rotv erhilt man
01 2xz3 + 6y
rotv=V xv(x,y,z) = | 02 | x | 6x—2yz
03 3222 —y?
—2y + 2y 0
=[6xz2—6xz? | = |0
6—6 0

Fir die Divergenz divv erhilt man

divv = (V,v) = 22° — 2z + 6x%z.

b) 1. Esgilt
01 0:f
rot(gradf) = | 0, | x | 0,f
03 03f
0,03 — 030,f 0
=|030¢f—0703f | =[O0},
010, — 0,01 0
da fir f der Satz von Schwarz gilt.
2. Esgilt
61 62\)3 — 63\22
div(rotv) = ( 02 |, | 93vi —0yv3 >
63 81\)2 — az\)1
= 0702v3 — 0103V, + 0203v1 — 0207v3 + 0307v2 — 0302V

da fiir v der Satz von Schwarz gilt.
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Aufgabe 10.10
a) Betrachten Sie die Funktion f: R3 — R, f(x) = x; cos(x2) sin(x3). Bestimmen Sie D%f(x) sowie
DPf(x) fiir die Multiindizes o = (1,1,0) und f = (0, 1, 2).
b) Beschreiben Sie die Funktion g: R3 - R, (x) — xpc%x] durch einen geeigneten Multiindex o in der

Form g: x — x*.

¢) Esseix € R™ und o« € N™ ein Multiindex. Beweisen Sie, dass [x*|; < HXH'ZLX| gilt.

d) Gegeben seien die zwei Multiindizes «, 3 € N™ sowie die Funktion h: R™ — R, x — x*. Bestimmen

Sie DPh(x).
Lésung zu Aufgabe
a) Esist D(WOf(x) = —sin(x;) sin(x3) und D@12 f(x) = x; sin(x;) sin(x3).
b) g: x — x(230),
c) Esgilt
n n
= [T = TThal™
i=1 i=1

n
< TTIlE = [l = I 5.
i=1

d) Gilt fur einen Index i € {1,2,...,n} die Ungleichung 3; > «;, so gilt
DPh(x) =0

fir alle x. Ansonsten gilt
!

(x—B)!

DPh(x) = xloB),

Aufgabe 10.11
a) Berechnen Sie die Linge des Funktionsgraphen y(x) = v/x3 fiir 0 < x < %.
b) Berechnen Sie die Bogenlidnge der Kurve y(t) = (a cos’(t), a sin3(t)) mita > 0fir0 <t < 7.
c) Bestimmen Sie die Lange der Kurve o: [0,1] — R?, o(t) := (t, cosh(t)).

Lésung zu Aufgabe

a) Esisty(x) = x%,y/(x) = %ﬁ un

(oW

(y/(x))2 = %x. Damit ergibt sich

4 4
3 ; 3 9
L:J 1+ (y'(x)) dx:J 1—|—Zxdx
0 0

Substitution: u = 1 + %x, ‘3& = %:
40 4 il
uz
1
_4 14 _56
9 3 27
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b) Esisty/(t) = (3a cos?(t)(—sin(t)), 3asin?(t) cos(t)) und damit

V' (1) = \/9a2 cos*(t) sin?(t) 4+ 9a2 sin*(t) cos2(t)

= \/9(12 cos?(t) sin?(t) (cos?(t) + sin’(t))
= 3asin(t) cos(t)

Damit ergibt sich fiir die Bogenlénge von y:

Ly) = JH}/(t)H dt = J3a sin(t) cos(t) dt
0 0
Mit der Substitution u = cos(t), % = —sin(t):

cos(5) 1

=3a J —udu:3aJudu
cos(0) 0

3

-2

c) Esist 0’(t) = (1, sinh(t)) und damit

o/ ()] =+/1%2 + sinh?(t) = cosh(t).

Damit ergibt sich fiir die Bogenlénge von o:

L(co) = | cosh(t) dt

|
Y S

Aufgabe 10.12
Beweisen Sie, dass fur jedes k € [0, 1] das uneigentliche Integral
1
V1 — k22

E(k) = i ﬁ dt

existiert. Man nennt E (k) vollstindiges elliptisches Integral, E(k) kann nicht durch elementare Funktionen
dargestellt werden.

Losung zu Aufgabe
Fir alle k € [0, 1] und alle a € [0, 1] gilt:

jl V1 —Kk2t? ; arcT(a] \/1—K2sin?(z)
t J—
0

V1—t 5 1 — sin’(z)

cos(z) dz Substitutiont = sin(z)
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arcsijn(a] 1 — k2 sin?(z)

cos(z) dz
cos?(z)
0
arcsin(a)
= J 1 —k?sin%(z) dz da cos(z) > 01in [0, arcsin(a)]
0

Wegen der Stetigkeit der arcsin-Funktion gilt

arcsin(a) %
lim J 1 —Kk2sin?(z) dz = J \/1—Xk2?sin(z) dz
a—1
0 0

Die Funktion z — /1 — k2 sin?(z) ist in [0, %] stetig, daher existiert das Integral

1 —k2sin?(z) dz

O —— A

und daher auch fiir alle k € [0, 1] das uneigentliche Integral
1

J 1 —k?2t?
—dt
) V1—+t2

und es gilt

%
E(k) = J 1 — k2 sin’(z) dz.
0

Aufgabe 10.13

Gegeben sei das Vektorfeld v: R® — R3, v(x,y,z) == (xy, X%, x— z). Berechnen Sie das Kurvenintegral

fy (v, dx) vom Nullpunkt zum Punkt (1,2,4), wobei
a) vj die gerade Verbindung beider Punkte ist,

b) v2 die Kurve gegeben durch die folgende Parametrisierung ist: x = t2,y = 2t3,z = 4t.

Losung zu Aufgabe

a) Esistyy: [0,1], v1(t) = (t, 2t 4t). Damit folgt v} (t) = (1, 2, 4),so dass sich fir das Kurven-
integral ergibt:

1 t-2t 1
J <v,dx>J( 2 |, [2])at
v 0 \t—4t 4
1 1
:J <zt2+zt2—12t) dt:J (4t2—12t) dt
0 0
45 12,
=3 — =t
302,
_ 14
R
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b) Mit der Parametrisierungy,(t) = (tz, 2t3, 4t) ergibt sichy)(t) = (Zt, 6t2, 4),somit erhalten
wir fiir das Kurvenintegral

1 [t2 288 2t
J (v,dx>:J< ¢ | 62 ]) at
2 0 \t2 —4t 4
1 1
:J <4t6+6t6+4t2—16t)dtzj <1Ot6—|—4t2—16t)dt
0 0
10, 45 16,
—t gt -t 0
__11o
21

Aufgabe 10.14

a) Untersuchen Sie, ob kq, k, konservative Kraftfelder sind:
L kit R2 5 RE K (x,y) = (xy?,  xy)
2. k2: R? = R2 ka(x,y) = (ye*, e&* —cos(y))

b) Berechnen Sie eine Potentialfunktion fiir ki, i € {1, 2} an, sofern k; ein konservatives Kraftfeld ist.

Losung zu Aufgabe

a) Wir tiberpriifen die Integrabilitiatsbedingungen fiir die beiden Vektorfelder:
1. Esist 30 = 2xy und 53 = y, es ist also L # 21 k; ist daher kein k tives Vektorfeld
- Esist 5" = 2xy und 5} =y, esis asoﬁ#ﬁ. 1 ist daher kein konservatives Vektorfeld.

.. 0kl ok2 . . .
2. Esist Tyz = = sz’ k; ist also ein konservatives Kraftfeld.

b) Eine Potentialfunktion F fir k; ist F(x,y) = ye* —sin(y), denn es gilt grad F = (ye*, e* —cos(y)).
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