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Vorwort

Die Idee zu dieser Arbeit lieferte der Vortrag von Rudolf Mathon von der Universitét
Toronto tiber ,/ Translation planes of order 32 with non-trivial translation complement*
(siche [MAT] und Anhang [A.1]). In diesem Vortrag behauptet Mathon, dass es, bis auf
Isomorphie, genau neun verschiedene Translationsebenen der Ordnung 32 gibt, die ein
nicht-triviales Translationskomplement besitzen.

Da das Untersuchen von Translationsebenen sehr viele Aufschliisse iiber die Struktur
allgemeiner projektiver Ebenen liefert, ist natiirlich eine Liste aller bekannter Translati-
onsebenen kleinerer Ordnung < 100 erstrebenswert. Eine solche Liste bis zur Ordnung 32
bietet [MOR]. Des Weiteren wurden etwa durch Ulrich Dempwolff oder Rudolf Mathon
die Ebenen der Ordnung 49, 64 und 81 klassifiziert.

Diese Arbeit versucht, die Behauptung von Mathon zu belegen und die Liste der Trans-
lationsebenen kleiner Ordnung zu erweitern.

Im ersten Abschnitt des ersten Kapitels geben wir einen Uberblick iiber die Begriffe aus
der (linearen) Algebra, die wir in dieser Arbeit voraussetzen.

Einen Uberblick iiber die Begriffe aus der projektiven Geometrie gibt Abschnitt zwei. Es
werden Notationen festgelegt und einfache Satze ohne Beweise angegeben. Die Grund-
lagen kénnen sémtlich etwa in [DEM], [LUN] oder [KAL] nachgelesen werden.

Der dritte Abschnitt bietet eine grundlegende Beschreibungen von Translationsebenen
im Sinne von [DEM] durch so genannte Faserungen oder Spreads. Da wir uns mit Trans-
lationsebenen der Ordnung 32 befassen, setzen wir voraus, dass alle betrachteten Ebenen
endlich sind. Es sei darauf hingewiesen, dass viele der im Kapitel angegebenen Begriffe
und Eigenschaften auch ohne die Endlichkeitsvoraussetzung auskommen.

Das fiir unsere Berechnungen verwendete Programmpaket GAP wird in Abschnitt vier
naher erlautert.

In Kapitel zwei wird die Behauptung von Mathon aufgegriffen und durch einen Satz
beschrieben. Der Beweis dieses Satzes erfolgt durch eine Untersuchung aller moglicher
Automorphismen von Primzahlordnung, bei der erst die Struktur des zugehérigen Trans-
lationskomplementes theoretisch untersucht wird und anschliefend die Berechnung am
Computer erfolgt.

Ein gesondertes Kapitel gilt der Untersuchung symplektischer Spread-Mengen im Sinne
von [DEM, Kap. 12, S. 112] und [KAN]. Es wird sich zeigen, dass die zunéchst unschein-
bare Voraussetzung, Spread-Mengen mit symmetrischen Matrizen erzeugen zu wollen,
eine neue Herangehensweise fordert.

Im Anschluss erfolgt in Kapitel vier eine Identifikation aller gefundenen Translations-
ebenen. Neben der desargueschen Ebene finden wir acht weitere, die als Konsequenz aus
[PRI] und [WAL] schon bekannt sind und im Falle der Automorphismen der Ordnung
31 sogar zur Entstehung des Artikels [POL] gefiihrt haben.

Eine konkrete Angabe der Erzeuger der Translationskomplemente, der Automorphismen-
gruppenordnung sowie der Erzeuger aller Spread-Mengen finden sich in Kapitel fiinf.



Zum Schluss findet in Kapitel sechs ein Exkurs iiber fraktional-dimensionale Unterebe-
nen unserer Ebenen statt. Diese wurden zuletzt von Vikram Jha und Norman Johnson
in [DIM] untersucht.
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1. Grundlagen

1.1. Grundlagen aus der linearen Algebra und Algebra

Lemma 1.1.
Sei V' ein endlich-dimensionaler K—Raum und X,Y € GL(V). Genau dann sind X
und Y konjugiert, wenn sie die gleiche rationale Normalform besitzen.

Beweis.
Konsequenz aus [BON, Kap. 3, S. 5ff]. ]

Definition 1.2.

Sei W ein endlich-dimensionaler Vektorraum iiber einem endlichen Korper K. Eine zy-
klische Gruppe heifit Singer-Gruppe, wenn sie scharf transitiv auf W ~ {0} operiert.
Ein Erzeugendes Element der Singer-Gruppe heifit Singer-Zyklus.

Bemerkung 1.3.
Bekannt ist:

a) Singer-Zyklen konnen wie folgt konstruiert werden: Seien dimV = d iber K.
Identifiziere W mit K. Definiere fiir ein erzeugendes Element § mid (0) = (K9)*
die Abbildung

0: K'—= K f— f0.

Die Gruppe (f) ist dann eine Singer-Gruppe.
Sei ferner f(z) = 2¢ + ag_12%97 1 + ... + a1z + ag das Minimalpolynom von 6 vom
Grad d iiber K. Dann ist die Begleitmatrix

0 1 0
g=1 0 1
a; Gy -+ Q4

von f die Matrix eines Singer-Zykluses. Des Weiteren ist f Minimalpolynom und
charakteristisches Polynom von f3, siche [BON, Kap. 3, S. 5].

b) Alle Singer-Gruppen in GL(V') sind konjugiert. Siehe [COS, S.98].

¢) Nerwv)(Z2) = Z-C, mit C = Gal(GF(q%) : K) nach [HUP, Kap. II, Satz 7.3, S.
187].



1. Grundlagen

Lemma 1.4.
Es sei T € GL(n,q) irreduzibel. Genau dann ist T zu T* konjugiert, wenn k = q
(mod |T) fir 0 <1 <n.

l

Beweis.
Nach Voraussetzung ist das Minimalpolynom pr € K[X] irreduzibel vom Grad n. Also
gilt

GF(q") = K[X] /1.

Sei w eine Nullstelle von pr in GF(q"). Setze
Go = (X —w) - (X —w®) - (X —w™ ).

Dann ist g, € K[X] und g, annulliert w. Also ist g, = pr und folglich hat 7" die Eigen-
werte w,w?, ..., w?" " iber GF(q").

Die rationale Normalform von T ist die Begleitmatrix B = B(g,) von g,. Auch T7
hat die Eigenwerte w,w?, ..., w?" ', das heiBt B ist ebenfalls Begleitmatrix von T’ ¢ Aus
Lemma folgt, dass T zu T9 konjugiert ist.

Angenommen T* ist ebenfalls zu T konjugiert, besitzt also ebenfalls die rationale Nor-
malform B und die Eigenwerte w,w?, . .. ,w? . Andererseits hat aber T* die Eigenwerte
wh Wk Wk Also fiir 0 < 1 < n gilt

W =w?’  (mod |T))
das heiBt k = ¢' (mod |T)). O

Folgerung 1.5.
FEs sei B = B(f) die Begleitmatriz des irreduziblen Polynoms f € GF(q)[X] mit
Grad(f) = m. Ferner sei 0 < j € N und A € GL(j + m,q) habe die rationale Nor-

malform:
Ly
A= ( B) :

Genau dann ist A zu A* konjugiert, wenn k = ¢* (mod |T|) fir 0 <1 <m

Beweis.

1

Angenommen A* = sei zu A konjugiert. Dann muss B die rationale Normal-

Bk
form von B* sein. Nach Lemma [1.4] gilt, dass k = ¢! (mod |A]) fiir 0 < [ < m. Das heiit
A ist genau zu den Potenzen A? mit 0 <[ < m konjugiert. O



1.2. Grundlagen aus der projektiven Geometrie
1.2. Grundlagen aus der projektiven Geometrie

Definition 1.6.
Eine Inzidenzstruktur A = (P, L), wobei P die Menge der Punkte und L die Menge der
Geraden bezeichnet, heifit affine Ebene, wenn folgende Axiome gelten:

1. Inzidenz: Zu je zwei Punkten z,y € P existiert genau eine Gerade [ € L mit
x,y €l

2. Parallelenaziom: Zu jeder Geraden [ und zu jedem Punkt p existiert genau eine
zu [ parallele Gerade g, die p enthélt, d.h. gN I =0 oder g = I.

3. Reichhaltigkeit: Es gibt mindestens drei nicht kollineare Punkte. Dabei heifit eine
Menge von Punkten kollinear, wenn sie auf einer gemeinsamen Gerade liegen, das
heifft mit ihr inzident sind.

Definition 1.7.
Ein Paar P = (P, L) heifit projektive Ebene, wenn folgende Axiome gelten:
1. Verbinden: Zu je zwei Punkten z,y € P existiert genau eine Gerade [ € L mit
x,y €l
2. Schneiden: Zu je zwei Geraden [,m € L existiert genau ein Punkt p € P mit
pElNm.

3. Reichhaltigkeit: Es existieren vier Punkte, von denen keine drei kollinear sind.

Bemerkung 1.8.

Jede affine Ebene kann durch Hinzunahme einer ausgezeichneten Geraden, der unend-
lich fernen Geraden , zu einer projektiven Ebene ergéinzt werden, siche [DEM, Kap
1.9, S. 5]. Wir bezeichnen die unendlich ferne Gerade mit ln.

Zeichnet man in einer projektiven Ebene eine Gerade [, aus, so nennt man diejenigen
Punkte, die nicht auf [, liegen affin.

Satz 1.9.
Zu einer projektiven Ebene P existiert eine natirliche Zahl n, die Ordnung von P,

sodass gilt:
1. |P|=|Ll=n*+n+1.
2. Die Anzahl der Geraden, die durch einen Punkt gehen, ist gleich der Anzahl der
Punkte pro Gerade ist gleich n + 1.



1. Grundlagen

Definition 1.10.

Ein Morphismus von Ebenen P = (P, L) und P’ = (P, L') ist eine Abbildung ¢ : P —
P’ mit Pp C P'und Ly C L' so, dass fur p € P und [ € L gilt:

Aus p € [ folgt pp € lp.

Falls ¢ bijektiv und ¢! ebenfalls ein Morphismus, so ist ¢ ein Isomorphismus. Iso-
morphismen von P nach P heilen Kollineationen oder Automorphismen.

Definition 1.11.

Eine Gerade [ € L heifit Achse einer Kollineation ¢, wenn ¢(p) = p fiir alle p € (.

Ein Punkt p € P heifit Zentrum einer Kollineation ¢, wenn alle Geraden durch p auf
sich selbst abgebildet werden, das heifit ¢ (1) = fiir alle [ mit p € .

Satz 1.12.
Eine Kollineation hat ein Zentrum genau dann, wenn sie eine Achse hat.

Definition 1.13.

Eine Kollineation einer Ebene P, die ein Zentrum besitzt (und damit auch eine Achse)
nennt man auch Zentral-Axial-Kollineation oder kurz Zentralkollineation.

Eine Zentralkollineation mit Zentrum p € P und Achse [ € L heifit:

« Homologie, falls p ¢ [

« Kernhomologie, falls | = [, und p ¢ [,
« Elation, falls p € 1

o Translation, falls [ = [ und p € I,

Im Falle der Homologie und der Elation wird P aufgefasst als projektive Ebene, im Fall
der Kernhomologie und der Translation wird aufgrund der ausgezeichneten Geraden P
als affine Ebene aufgefasst.

Definition 1.14.

Eine affine Ebene heifit Translationsebene, wenn gilt:

Fiir je zwei affine Punkte z,y € P existiert genau eine Translation 7 mit 7(x) = y.
Bezeichne im Folgenden Translationsebenen mit T.

Bemerkung 1.15.
Im Folgenden werden wir ohne Einschrinkung nicht zwischen projektiven und affinen
Translationsebenen unterscheiden, solange dies nicht explizit erforderlich ist.

10



1.2. Grundlagen aus der projektiven Geometrie

Satz 1.16.
Die Translationen einer Translationsebene T bilden eine abelsche Gruppe. Diese operiert
scharf transitiv auf den affinen Punkten von T.

11



1. Grundlagen

1.3. Grundlagen iiber Translationsebenen

Im Folgenden seien K ein endlicher Korper, W und V' endlich-dimensionale K-Réaume.

Definition 1.17.
Sei & eine Menge von nichttrivialen Unterrdumen von W. Wir nennen & eine Faserung
oder Spread auf W, wenn gilt:

1. |8 >2
2 W= U X
Xe®

3 W=XdY mit X;)Y e@und X #Y

Die Elemente von & heiflen Fasern .

Bemerkung 1.18.
Aus der Dimensionsformel [DEM, Kap. 1.19, S. 9] folgt, dass fiir alle Fasern X € & gilt:

dim(X) = ; - dim(W).

Definition 1.19.
Seien K wie oben und V ein K-Raum. Sei 0 € S C Endg (V).

1. Eine Menge S heifit partielle Spread-Menge, falls fir ¢,¢ € S mit ¢t # ¢’ der
Operator t — t’ invertierbar ist.

2. S heifit Spread-Menge, falls zusétzlich S ~ {0} scharf transitiv auf V' ~ {0}
operiert.

3. Eine partielle Spread-Menge der Grofie m heifit m-Spread-Menge.
4. Eine Spread-Menge heifit normiert, falls 1 € S.

Der Zusammenhang zwischen Faserungen, Spread-Mengen und Translationsebenen wird
durch die Satze [L.200 und [1.22] deutlich:

Satz 1.20.

Sei W ein K-Raum, & eine Faserung von W.

Dann ist T = (W, Lg) eine Translationsebene, wobei Lg == {w+ X | w € W, X €
&} die Menge der Geraden ist und die Translationsgruppe operiert durch Addition mit
Elementen aus W.

12



1.3. Grundlagen tiber Translationsebenen

Beweis.
Siche [WIL, Kap. 1.1] O

Bemerkung 1.21.
Die projektive Erweiterung von T = (W, Lg) kann wie folgt beschrieben werden:
Sei & = {X; | i € I} eine Faserung von W. Definiere die nicht affinen Punkte durch
Hinzunahme der Symbole (i) mit i € I und bezeichne
o loo:={(i)|i €I},
e P:=WU{(:)|1€l},
o Liw={v+w|veX,e@U{(:)} firiel und we W,
e Li={liw|icl,weW}U{ls}.
Dann ist T = (P, L) die projektive Erweiterung.

Satz 1.22.
Sei V' ein K-Raum derart, dass W =V @&V, und S C GL(V) eine Menge von linearen
Abbildungen, die scharf transitiv auf V ~. {0} operiert.
Setze

e V(oo):={(0,v) |veV}

e V(0) :={(v,0) |veV}

e V(T):={(v,vT) |veV}, firT €S
Dann ist die Menge &(S) = {V(c0)} U{V(0)} U{V(T) | T € S} eine Faserung auf W
und die Menge S ist eine Spread-Menge von T.

Beweis.
Siehe [WIL, Kap. 1.1] O

Bemerkung 1.23.

Satz [1.22] liefert ein konkretes Verfahren, um aus einer gegebenen Spread-Menge eine
Faserung zu konstruieren.

Vice versa ist dies ebenfalls moglich, wie das folgende Lemma und Algorithmus [I] zeigen.

Lemma 1.24.
Seien & eine partielle Faserung auf W =V @&V und dim W = 2n. Gegeben seien zwei
Fasern X undY mit den Basen Bx = {vy,...,v,}, By = {wy,...,w,}. Dann gilt:

13



1. Grundlagen
1. Ist Z eine dritte Faser, so existiert genau eine Matriv Az = (a;;) € GL(V) mit

Z:<UZ+Z(1UU}]|1§ZSH>
j=1

2. Die Basis By kann (in Abhdngigkeit von Bx) so gewdhlt werden, dass fir Z €
&\ {X,Y} die Matriz Az gleich 1, ist.

Beweis.
Zu 1: Da X &Y = W nach Voraussetzung, existiert zu jedem v; € Bx ein eindeutiges

=

aus By ist, so setze Ay = (a;5). Es gilt Ay, e GL(V),da XNZ=YNZ=0.
Zu 2: Sei Bx = {v1,...,v,} fest gewihlt, A, wie oben. Setze C' := A,' = (¢;;), dann
ist die Menge {w; - C, ..., w, - C'} eine Basis von Y und die Faser

n
w; € Y mit v; +w; € Z. Falls w; = ) a;;w; eine Linearkombination der Basisvektoren
1

Zz(Ui—l—Zaij-wj-cjk]1§i§n>:<vi+2wj|1§i§n)
=1 =1

hat die Koeflizientenmatrix 1. ]

Bemerkung 1.25.

Seien X und Y Fasern eines Spreads &. Entsprechend zu Lemmal[I.24]seien Basen Bx von
X und By von Y gewihlt, sodass der Faser U € & \ {X, Y} die Matrix Ay zugeordnet
sel.

Identifiziere V' mit K™, W mit V&V, X mit V(0) := V &0, Y mit V(co) := 08V und
fir U € & \ {X, Y} identifiziere

U=V(Ay) :={(v,vAy) | v e V}.

Dann ist & die Faserung, die durch die Spread-Menge S := {Ay | U € &} im Sinne
von Satz definiert ist. Wahlt man die Basen insbesondere so, dass Ay = 1 fir
Z €@~ {X,Y}gilt,soist Z=V(1):={(v,v) |veV}.

Lemma 1.26.
Algorithmus (1| liefert eine Spread-Menge.

Beweis.
Die Konstruktionsvorschrift entspricht derjenigen in Lemma [1.24]

14



1.3. Grundlagen tiber Translationsebenen

Algorithmus 1 Konstruktion einer Spread-Menge aus einer Faserung auf W
Eingabe: Faserung &
Ausgabe: Spread-Menge S mit & = &(S)
Initialisierung: Setze S = () und By, By als die Basen von zwei beliebigen Fasern X
und Y € &
for Z €&~ {X,Y} do

M =0
for j in [1..Size(By)] do
w :=false

while k& < Size(Y') und w =false do
Setze z := Bx|[j] + Y[k
if z € Z then
w :=true
Stelle die Koeffizienten von Y'[k] beztiglich By dar
Setze den so erhaltenen Koeffizientenvektor als die j—te Zeile von M.
end if
end while
end for
Fiige M zu S hinzu
end for
Ausgabe S

Definition 1.27.
Sei & eine Faserung auf W =V @V und X, Y, Z seinen drei Fasern aus &.
Wahle zwei Basen By von X und By von Y. Es sei weiterhin

S={A,e€GL(V)|Ze&~{X,Y}}

geméafd Satz Wir nennen S eine Koordinatisierung von & beziiglich des Refe-
renzduos (X,Y).

Sind Bx und By insbesondere so gewahlt, dass Az = 1, so nennen wir die normierte
Spread-Menge eine Koordinatisierung von & beztiglich des Referenztripels (X, Y, 7).
Schreibt man & = {V; | i € I} und ist X =V}, Y =V, und Z = V], so sprechen wir
von einer Koordinatisierung von & beztiglich des Referenzduos (j, k), beziehungsweise
beziiglich des Referenztripels (j, k,1).

Fiir eine Menge S C GL(V) ist in Algorithmus [2| ein einfaches Testverfahren angegeben,
um zu entscheiden, ob es sich bei S um eine Spread-Menge handelt oder nicht.

Definition 1.28.
Seien W =V @V und S C GL(V) eine Spread-Menge von Matrizen. Die Menge

G(S)={(1,T7) | T € S}U{(0,1)} C KdmV)xdim(W)

15



1. Grundlagen

Algorithmus 2 Spread-Mengen-Test
Eingabe: Menge S C GL(V)
Ausgabe: true“, falls S eine (partielle) Spread-Menge, ,false* falls nicht.
Initialisierung: w :=true
while i < Size(S) — 1 do
ji=1+1
while j < Size(S) und w =true do
w = det(S[i] — S[j]) #0
end while
end while
Ausgabe w

nennen wir die Grof3-Spread-Menge zu S.

Algorithmus 3 Koordinatisierung, kurz KOORD

Eingabe: Normierte Spread-Menge S = {t, = 0,t; = 1,...,t,}beziglich (o0,0,1),
sowie Koordinaten (a, b, c)

Ausgabe: Normierte Spread-Menge S’ beziiglich (a, b, ¢), Transformationsmatrix 7" mit

G(S’)=G(S)-T
if ¢ = oo then
(te—ty, —ty
T= 0 1
end if
if b = oo then
_ta tc - ta
= 1 0
end if
if ¢ = oo then
. _ta _tb
T= 1 1
end if

if a,b,c # oo then

_ _tCL ' (tc - ta)_l _tb . (tc — tb)_l . )
T = < (t. — ta)*l (t, — tb>71 , vergleiche mit [TRA, Kap. 2.2, S. 106].
end if

Bemerkung 1.29.

Aus Satz und Definition geht hervor, dass & noch nicht eindeutig durch eine
Koordinatisierung beztiglich (XY, Z) bestimmt ist, da die Wahl von Bx immer noch
frei bleibt.

16



1.3. Grundlagen tiber Translationsebenen

Satz 1.30.

Seien & eine Faserung auf W und S eine normierte Spread-Menge beziiglich des Refe-
renztripels (00,0,1). Sei S’ diese Spread-Menge beziglich (z,y, z), dann ldsst sich S zu
S’ umkoordinatisieren durch eine endliche Anzahl folgender Operationen:

1. opo(g) : S — g 18g, mit g € GL(V), entspricht einem Basiswechsel.
2. op(T): S—=T7'S, T €S und (00,0,1) = (00,0,T).

3 oopy: 8= S tT={0}U{T'|T € 8} und (00,0,1) — (0,00,1).
4.0p3: S—=1-8S={1-T|7T € 8} und (00,0,1) — (00, 1,0).

Beweis.
Siehe [DEM, Satz 10.8, S. 97]. O]

Definition 1.31.
Wir nennen zwei normierte Spread-Mengen S, S’ genau dann dquivalent, wenn S’ aus
der Anwendung endlich vieler Operationen des Typs opq, ... ,ops auf S hervorgeht.

Algorithmus 4 Konjugiertheit zweier normierter Spread-Mengen, kurz .50
Eingabe: Zwei normierte Spread-Mengen S, S’
Ausgabe: Matrix T' mit T!ST = S’ oder die Nullmatrix
Initialisierung: Setze T := 0, J := ()
Berechne von jeder Matrix in S und S’ die Koeffizienten A des charakteristischen
Polynoms sowie des Minimalpolynoms

Finde t, := tg}gl(%)HCGL(V) (1)}

for j in [1..Size(S’] do
Teste, ob A(ts) = A(S’[j]) und falls zutreffend, speichere j in J
end for
w :=false
while £ < Size(J) und w =false do
Finde 2 € GL(V) mit ™ 't,x = S’[J[k]]. Falls ein solches z existiert setze
=1
while | < Size(Carvy(ts)) und w =false do
y = Corw)(ts)[l] - @
w:=y 1Sy cs
if w =true then
T:=y
end if
end while
end while
Ausgabe T
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1. Grundlagen

Bemerkung 1.32.
In Algorithmus [ benutzen wir den aus Lemma [1.1] bekannten Zusammenhang zwischen
ahnlichen Matrizen und ihren Minimalpolynomen.

Algorithmus 5 Aquivalenz normierter Spread-Mengen, kurz EQUIV

Eingabe: Zwei normierte Spread-Mengen S, S’

Ausgabe: ,true“ falls S ~ S’ im Sinne der Definition [I.31], ,false“ falls nicht.
Initialisierung: T = 0, w :=false, I := {(00), (0),(1),...,(Size(S))}, a := (c0)
while a € I und w =false do

I, := 1~ {a}. Wihle b € I, zufillig
while b € I, und w =false do
I.p =1~ {a,b}. Wahle c € I, zufillig
while ¢ € I,;, und w =false do
Setze Sy, := KOORD(S, a,b,c). Berechne die Koeffizienten § der charakteris-
tischen Polynome und der Minimalpolynome der Matrizen von Sy und S’.
if 0(Sg) = 4(S’) then

true, falls det(7") # 0

T :=150(Sg,S), w:=
false, fallsT =0
end if
end while
end while
end while

Ausgabe w

Bemerkung 1.33.

« Offenbar sind alle Aquivalenzabbildungen der Spread-Mengen aus Algorithmus
Produkte der Operationen opy, ..., ops aus Satz [1.30] Des Weiteren werden alle
méglichen Koordinatisierungen durchlaufen, also alle Aquivalenzen gefunden.

o Esist bekannt [MAD, Kap. 3, Prop 1], dass zwei Translationsebenen T(S;), T(Ss),
die durch zwei dquivalente Spread-Mengen S;, S, induziert werden, isomorph sind.

Satz 1.34.
Sei T eine Translationsebene mit Translationsgruppe T diber dem K-Raum W mit W =
V& V. Dann gilt

Aut(T) =T -G

mit einem Translationskomplement G.
Es gilt auferdem fir W = Wap )

G=Gy={x € GL(W) | Yz € &, fir alleY € &}.
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1.3. Grundlagen tiber Translationsebenen

Beweis.

Sei A = Aut(T). Die Gruppe A operiert treu auf W und ist transitiv, da schon die
Translationsgruppe transitiv ist.

Also gilt: A =T - G, wobei G = G gleich dem Stabilisator des Nullvektors in W ist.
Sei v € W und 0 € A, so gilt: 0c7_¢, = 0. Also liegt 07_o, in G = Gy und o =
(0T—06)T00 € G- T.

Daraus folgt A=G-T =T -G und GNT =1, denn nur die Translation 75 = 1 lasst
den Nullvektor fix.

Firre T, mit 7: W — W gilt: 7,4 = 7, - T, mit v,0" € W.

Seiw € G. Esist Ow™!7,w = 0Tyw = vw = 07,,,. Wir wissen bereits, dass w™
und kénnen damit folgern w™lr,w = 7.

Damit ist T(p4w)w = Tow * To'w = Towto'w und mit Satz folgt, dass w € GL(W), wobei
W als GF(p)-Raum aufgefasst wird.

Identifiziere daher w mit einer linearen Abbildung und G, als die Menge der linearen
Abbildungen, die die Fasern von & fix lassen. Die Fasern von & werden also nach Satz

1.16| mit den Punkten auf [, identifiziert, da Gy = Gy, . ]

1va, Tow €T

Bemerkung 1.35.
Sei z eine Kollineation und beziiglich einer konkreten Koordinatisierung sei x € GL(W)

durch die Matrix
(A Ay
T=\Ay A,

dargestellt, wobei Ay, ... Ay € GL(V).
Ist V(0) fix unter x, so ist Ay = 0, denn

V(0)-23 (v,0) - (i; ﬁi) = (vA1,0A) EV(0) = Ay = 0

o Ist V(o0) fix unter x, so ist A3 = 0, denn
V(oo) -2 5 (0)- [ 12} = vy, 04,) "V (00) —> A5 = 0
Az Ay

« Sind V(0).V(oc0) Fixfasern von z, so gilt fiir eine beliebige Faser V(7))

V(T) x> (v,vT) - <A1 A4> = (VA1 vAy) = (w, A]'TAy) € V(AT AY)

Ist zusétzlich zu V(0) und V(co) auch V(1) fix unter z, so ist Ay = A;, denn
!

V)25 (u,v)- (Al A) = (WAL UA) V(L) = A, = A,
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1. Grundlagen

Wir wollen nun die Automorphismengruppe einer Translationsebene beziiglich einer ge-
gebenen Spread-Menge konkret berechnen. Dazu benotigen wir die Erzeuger des Trans-
lationskomplementes G, die wir aus der iterativen Berechnung der Stabilisatoren der
Fasern erhalten. Siehe Algorithmus [6] und [7]

Algorithmus 6 Stabilisatoren der Fasern, kurz ST AB
Eingabe: Normierte Spread-Menge S = {ty = 0,t; = 1,ts,...,t,}, ein Erzeugenden-
system geng des Stabilisators der Fasern V' (c0), V (to),..., V(tx) mit 1 < k < m.
Ausgabe: Ein Erzeugendensystem gen des Stabilisators von V' (c0), V(to), ...,V (tx-1)
Initialisierung: R = {ty,...,tm}, C = Caro({t1,...,tsi=1}), Co = Carw)(te),
gen = geng, H := (gen), J := {ty}, [ := R~ J.
while Size(/) > 0 do
1) Sei B C I eine beliebige H—Bahn. Teste, ob ein g € C existiert mit g~'t,g € B
if Kein solches g existiert then
2) Setze J:=JUBund I :=1\ B.
else if Es existiert ein solches ¢ then
Teste, ob ein h € C existiert mit (hg)~*S(hg) = S.
if Kein solches h existiert then
Gehe zu Schritt 2).
else if Ein solches h existiert then
3) Setze gen := gen U {hg} und H := (gen). Seien By,..., B; die H—Bahnen

auf R. Setze J:= U B;, [:= U B, und gehe zu Schritt 1).
B;NJ#£D BjﬂI:@
end if

end if
end while
Ausgabe gen

Lemma 1.36.
Algorithmus |6 berechnet den Stabilisator von V(00),V (ty), ...,V (tg—1)

Bewets.

Zunéchst ist zu bemerken, dass der Algorithmus iiberhaupt terminiert, da in Schritt 2)
und 3) die Menge [ jeweils echt verkleinert wird.

Sei H; der Stabilisator von V' (c0), V (to), ...,V (tx—1), und Hy bezeichne den Stabilisator
von V(00), V(to), ...,V (tx). Wir werden nun zeigen, dass die Gruppe H, die zu Beginn
des Algorithmus gleich Hj ist, am Ende des Algorithmus gleich H; ist, also dass

(J~thnth =0

wobei die Notation t£ die Bahn von t; unter H bezeichnet.
Induktion nach |J|:
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1.3. Grundlagen tiber Translationsebenen

Zu Beginn ist J = {t;} also (J ~ tf)ntf* =0t =0
Sei also |J| > 1 und es gelte die Behauptung fir den Vorgénger von J, Ja;. Wir unter-
suchen die Elemente, die durch die Iteration zu Jy;; hinzukommen.

Angenommen, Ju; wird in Schritt 2) vergrofert, d.h. J = Ju U B. Wir wissen, es
existiert ein s € B mit s ¢ ¢, also st N#;/* = (. Dann ist aber wegen B = s C s
auch BN tf ! = (). Die Behauptung gilt also fir J.

Angenommen, J4;; wird in Schritt 3) vergroert. Hier wird ebenfalls das aktuelle H 45 auf
H < H, vergréBert. Das heift wir haben (J ~ t£4*) Nt = () nach Induktionsvoraus-
setzung. Dann muss gelten Ja; \ t 4% = Ju, ~ tH und damit auch (Ja ~ t2) Nt = 0.
Sei B eine Bahn von H mit B N (Ja; ~ tkHA”) # 0, so gilt auch B N (J 4 tkHA”) £ .
Klar ist, dass B! eine H;—Bahn ist und Elemente enthélt, die nicht in tkHl liegen.
Daraus folgt:

BT A =

Insbesondere gilt dann auch (J ~ tf/) Nt = () und es folgt die Behauptung.

Sei nun g € H,. Es bleibt zu zeigen, dass g € H fiir ein H der Iteration.

Falls g~ 't,g = t;, so sind wir fertig, da g € Hy < H.

Sei also g7t g = t # t. Wir betrachten den Schritt der Iteration, bei dem noch t € I
gilt aber ¢t € J im nichsten Schritt. Gilt nach der Iteration ¢t € I N J, so existiert
ein h € H mit h™'th = t, das heiit gh € Hy < H und es folgt g € Hyh™! C H wie
gewlinscht.

Falls jedoch t € J \ ti, so folgt nach der Behauptung ¢ ¢ tkH ' ein Widerspruch. O]

Definition 1.37.

Eine normierte Spread-Menge S heif3t desarguesch, falls die von ihr erzeugte Gruppe
kommutativ ist. Eine durch diese Spread-Menge induzierte Translationsebene T(S) heifit
ebenfalls desarguesch. Vergleiche mit [KLE, Kap. 9, Kor 21, S. 138|.

Satz 1.38.
Sei T eine Translationsebene der Ordnung q" und es existiere eine zyklische Gruppe von
Homologien der Ordnung q" — 1, dann ist T desarguesch.

Beweis.

Ist Z eine Gruppe von Kernhomologien, so ist K(lo,) = GF(¢") und die Ebene damit
desarguesch, sieche [DEM,Kap. 7, Bem. 7.17, S. 68|.

Sei also Z keine Gruppe von Kernhomologien. Da [, eine Fixgerade ist, liegt das Zen-
trum von Z auf [, und die Achse ist eine affine Gerade. Wir nehmen nun an, dass die
Ebene durch eine Faserung auf dem Vektorraum W =V @&V, V = V(n, q), definiert ist
und dass (0,0) auf der Achse liegt, das heift Z eine Untergruppe des iiblichen Transla-
tionskomplementes ist. Wenn wir die Ebene koordinatisieren, kénnen wir also (co) als
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Grundlagen

Algorithmus 7 Automorphismengruppe, kurz AUT

Eingabe: Spread-Menge S
Ausgabe: Struktur und Ordnung des Translationskomplementes G

Initialisierung: H := ().

1) Berechne den Kern der Spread-Menge S, also dem Zentralisator C' := Carv((S)).
Setze H als Menge der Erzeuger von C.

2) Bestimme den Stabilisator H; von (00,0, 1), dazu berechne alle x € GL(V) mit
r7'Sz = S und setze H, := (z | z7'Sz = S) (entspricht der Prozedur ST AB).

Fiige die Erzeuger von H; zu H hinzu.

3) Bestimme den Stabilisator Hy von (00, 0), dazu koordinatisiere S beztiglich (00, 0, 7)
mit 2 < ¢ < 31 und berechne via STAB alle Matrizen z; mit z; 1Sx; = S,. Setze
y; = T - diag(x;, x;), wobei T die Transformationsmatrix aus der Prozedur KOORD
und Hy := (ya, ..., Y31)

Fiige die Erzeuger von Hy zu H hinzu.

4) Bestimme den Stabilisator H3 von (c0), dazu koordinatisiere S beztiglich (oo, 1, )
mit 1 <4 < 31, j € {00,0,1,...,31} \ {i} und berechne via STAB alle x;; mit
x;jlsxij = S,j. Setze y;; = T - diag(z;j, z;;) mit T der Transformationsmatrix aus
KOORD und H; := (y;j | 1, j wie oben).

Fiige die Erzeuger von H3 zu H hinzu.

5) Koordinatisiere S beztiglich (i,7,k) mit 0 < i < 31, j € {00,0,1,...,31} ~ {i}
und k € {00,0,1,...,31} \ {4, j}. Berechne via STAB ein z;j; mit :Ul-_j,lfoijk = Sijk-
Setze y;jx = T - diag(xijk, xijr) mit T' der Transformationsmatrix aus KOORD und
Hy := (yiji | 1,7, k wie oben).

Fiige die Erzeuger von H4 zu H hinzu.

Setze G := (H).

Ausgabe G und H
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Zentrum und V'(0) als Achse wahlen. Ein Element z € Z lésst ferner die Gerade V (00)
fest. Damit operiert ein solches Element via

(z,y)z = (z,yD(2))

wobei D : Z — GL(V) ein Isomorphismus ist. Sei nun V(T') # V(0),V(o0) eine
Faser. Dann gilt V(T)z = V(T'D(z)), mit anderen Worten S = T'D(Z) U0 ist eine
Spread-Menge zu dieser Koordinatisierung. Damit ist 7-'S = D(Z) U0 eine normierte
Spread-Menge fiir diese Ebene. Wir wissen, dass D(Z) eine Singergruppe ist und somit
ist D(Z) U0 ein Korper der Ordnung ¢", die Ebene ist also desarguesch nach unserer
Definition. O

Definition 1.39.

e Eine nicht-leere Menge L zusammen mit einer Verkniipfung o und einem ausge-
zeichneten neutralen Element e heifit Loop, falls:

1. ace=coa=afurallea e L

2. Fiir a,b € L existieren genau ein x € L mit a o x = b und genau ein y € L
mit y o a = b, also ein links- und ein rechtsinverses Element.

« Eine Menge {0,1} C @ zusammen mit zwei Verkniipfungen + : @ x @ — @ und
-1 Q X Q — @ heilt ein Quasikorper, falls gilt:

1. Das Paar (@, +) ist eine abelsche Gruppe mit neutralem Element 0.
2. Das Paar (Q ~\ {0}, ) ist ein Loop mit neutralem Element 1.
3. Es gilt das Distributivgesetz (a +b)-c=a-c+b-c fir alle a,b,c € Q.
4. a-0=0-a=0firallea e @
o Ein Quasikorper H ist ein Halbkorper, falls beide Distributivgesetze gelten.

Definition 1.40.

o Sei ) ein Quasikorper, so ist der Kern von () definiert als

K(Q) :={z € Q| z(ab) = (za)b, z(a + b) = za + xb, a,b € Q}.

o Seien T eine Translationsebene, £ = F(l,) die Menge aller Elationen mit Achse
I« und E(p) die Menge aller Elationen mit Zentrum p. Definiere den Kern von T
beziiglich [, als die Menge

K(ly) :={a € End(E) | E(p)a C E(p), furallep € [}
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In [DEM, Kap. 7, S.63-68] wird der Zusammenhang zwischen dem Kern eines Quasikor-
pers und dem Kern einer Translatonsebene deutlich. Es wird gezeigt, dass eine Ebene
genau dann eine Translationsebene ist, wenn sie durch einen Quasikorper koordinatisiert
werden kann.

Definition 1.41.
Eine Translationsebene, die bei geeigneter Koordinatenwahl durch einen Halbkorper
koordinatisiert werden kann, nennt man Halbkorper-Ebene.

Satz 1.42.
Fuir eine Halbkorper-Ebene gelten die dquivalenten Bedingungen:

a) Die Spread-Menge S bildet eine additive Gruppe.

b) Die Gruppe der Elationen mit Zentrum (oo) und Achse V(o0) operiert transitiv

auf loo ~ {(00)}.

Beweis.
Siehe [DEM, Kap. 7, Prop. 7.24, S. 72]. ]

Bemerkung 1.43.

Aus dem vorangegangenen Satz folgt, dass der Vektorraum, der von einer Spread-Menge
S aus n x n—Matrizen erzeugt wird genau dann die Dimension n hat, wenn es sich bei
T(S) um eine Halbkérper-Ebene handelt.
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1.4. Die verwendete Software

1.4. Die verwendete Software

Zum Programm:

GAP - Groups, Algorithms, Programming - ist ein freeware Computeralgebrasystem
mit dem Berechnungen aus dem Gebiet der diskreten algorithmischen Gruppentheo-
rie ausgefithrt werden konnen. Die dazu nétige Software sowie Befehlsbeispiele in der
Programmiersprache sind auf der Homepage www.gap-system.org zu finden. Die Pro-
grammiersprache selbst ist im intuitiven Stil gehalten und es existieren vorgefertigte
Prozeduren, zum Beispiel zum Bilden einer Gruppe aus der Eingabe der Erzeuger. Des
Weiteren kann man eigene Prozeduren definieren. Es stellte sich heraus, dass in unserem
Fall GAP mit Permutationen schneller rechnen konnte als mit Matrizen, weshalb auf
algorithmischer Ebene oftmals die Umwandlung einer Matrix zu einer Permutation und
zuriick stattfindet.
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2. Die Translationsebenen der Ordnung 32
2. Die Translationsebenen der Ordnung 32

2.1. Hauptergebnis und elementare Beweise

Ziel dieses Kapitels ist es, das folgende Hauptergebnis dieser Arbeit zu zeigen:

Satz 2.1.
Sei T eine Translationsebene der Ordnung 32 iber W = V(10,2). Dann gilt eine der
beiden Aussagen:

1. Entweder handelt es sich bei der Ebene um die desarguesche Ebene, eine Halbkor-
per-Ebene, die eindeutig bestimmte Fahnen-transitive Ebene oder eine der zwei
nicht-isomorphen Ebenen, die einen Automorphismus der Ordnung 31 besitzen.

2. Das Translationskomplement ist isomorph zu der trivialen Gruppe, Cy oder Cj.

Wir werden nun zeigen, dass Kollineationen von Primzahlordnung nur die Ordnungen
31,11,7,5,3 oder 2 haben kénnen, und alle Ordnungen der daraus resultierenden Trans-
lationskomplemente, bis auf die Féalle zwei und drei, untersuchen.

Die Ordnung von GL(10,2) ist

|GL(10,2)| =2%.3%.5%. 7. 11-17-31%- 73 - 127.

Satz 2.2.
Gegeben sei eine Translationsebene der Ordnung 32. Ein Element von Primzahlordnung
in einem Translationskomplement hat eine der Ordnungen aus {2,3,5,7,11,31}.

Bewets.

Sei x eine Kollineation von Primzahlordnung. Jede Bahn auf & hat also die Lénge 1
oder |z|.

Falls |z| 1 33, so existiert eine Faser Y € & mit Yz = Y. Damit induziert z auf ¥ und
W/Y eine lineare Transformation.

Angenommen ry = 1y und zy/y = lyy. Dann hat o die Ordnung 2, denn: v = v,
fallsv e Y und ve e v+ Y, fallsv € W\ Y, also vx = v+ y fiir ein y € Y. Daher gilt:
vr? = (v—l—y)x:vx—l—@:v%—y—ky:v und damit 2% = 1.

=y
Seien also xy # 1y oder xw/y # Lw/y und xp # Ly fir M € {W,W/Y}, das heifit

|zpr| # 1 und daher |x)| = |z|, da 2 Primzahlordnung besitzt. Es folgt, dass |z| ein
Teiler ist von |GL(5,2)| = |GL(Y)| = |GL(W/Y)]|, also |z| € {2,3,5,7,31}.
Sei nun Y # Y fir alle Y € &. Aus |z| | |&] = 33 folgt |z| € {3,11}. O
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Satz 2.3.
Es sei G eine Gruppe der Ordnung |G| = 2% -3 mit a,b € N, wobei b > 1 und |G| > 3.
Dann enthdlt G eine Untergruppe, die zu einer der folgenden Gruppen isomorph ist:

Alt(4), Cg, Cg X Cg, 067 Sym(3)

Beweis.

Sei S € Syl3(G). Angenommen |S| > 3, so enthélt S nach dem Satz von Cauchy [Hup,
Kap. I, Satz 7.4, S. 34] Untergruppen der Ordnung 9. Nach [HUP, Kap. I, Satz 6.10, S. 31]
sind Gruppen der Ordnung p? abelsch fiir p prim. Wir wissen aus dem Fundamentalsatz
tiber abelsche Gruppen [HUP, Kap. I, Satz 13.12, S. 80], dass alle Gruppen der Ordnung
9 isomorph sind zu Cy oder C3 x Cj.

Sei von nun an |S| = 3. Nach dem Satz von Burnside [HUP, Kap. V, Satz 7.3, S. 492]
ist G’ auflosbar und ein minimaler Normalteiler N von G ist elementar-abelsch.

Sei zuerst N = S und ¢ ein Element der Ordnung 2 in G (existiert, da nach Voraussetzung
und Annahme |G| gerade ist). Falls t 1St = S, so ist (S,t) = Cg, falls t715t = 571, so
ist (S,t) = Sym(3). Wir wissen aus der Gruppentheorie, dass dies die einzigen nicht-
isomorphen Gruppen der Ordnung 6 sind.

Sei schliefllich N ein 2—Normalteiler von G. Induktion nach |G| zusammen mit unseren
Voraussetzungen fithrt zu G = NS. Falls Cy(S) # 1, so Cs < G. Also operiere S
fixpunktfrei via Konjugation auf N\ 1 und sei B :=t° mit 1 # ¢ € N. Dann ist |B| = 3
und daher |[N| < [(B)| < 8 = 2%, Wiederum aus der fixpunktfreien Operation von S auf
N~ 1 und da die Bahnen von S die Lénge 3 haben folgt aus |[N| € {1,4,7,10,...} <8,
dass |N| = 4. Also ist |G| = 12 und G = Alt(4), da G nach unserer Konstruktion keine
Untergruppe der Ordnung 6 enthélt. O]

Bemerkung 2.4.
In diesem Kapitel werden alle Translationsebenen der Ordnung 32 bestimmt, die eine
Kollineationsgruppe besitzen, die isomorph ist zu einer der folgenden Gruppen:

1. G = (), mit p Primzahl > 5
2. =05 x 03,0
3. G = Cq, Sym(3)
4. G = Cy x Cy,Cy

Angenommen G sei eine Kollineationsgruppe, die keine Untergruppe aus 1-4 enthalt.
Nach Satz ist G eine {2,3}—Gruppe. Aus Satz folgt dann |G| < 3 und damit
Satz 2.1l

Satz 2.5.
Eine Translationsebene der Ordnung 32 besitzt keine Kollineationsgruppe der Ordnung
9.
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Beweis.
Angenommen F sei eine Kollineationsgruppe der Ordnung 9 auf T := T(W, &).

Angenommen E = (5 x (.

Sei 1 # e € E. Dann ist e entweder planar und T, := T |, hat die Ordnung 2 oder e
operiert fixpunktfrei auf L, d.h. Cy (e) = 0.

Falls e einen Fixpunkt auf L., hat, dann offenbar sogar drei und Cx(e) # 0 fur jede
Fixfaser X € &. Also ist T, eine Unterebene. Ist des Weiteren X eine Fixfaser, so gilt
0 # Cx(e) # X. Sei m := dim(Cx(e)), dann ist die Ordnung von T, gleich 2. Wegen
dim(Cx(e)) € {1,3} und nach dem Satz von Baer [DEM, Kap. 4, S. 32ff] folgt 2™ < 22
und damit m = 1. Es folgt die erste Aussage.

Falls e keinen Fixpunkt auf L, hat, so gilt X # Xe fiir alle X € & und somit Cy,(e) = 0.
Ferner gilt als Konsequenz aus [HUP, Kap. V, Hilfssatz 8.12, S. 502]:

l#ecE

Damit ist £ = (e, e2) mit ey, e5 planar. Nach dem Satz von Maschke [HUP, Kap. I, Satz
17.6, S. 122] ist

X =[X,E]®Cx(E) und W =P W,
i=1
mit irreduziblen F—Moduln W;. Sei weiterhin U := Cy(e;). Ware U = Cy(ez), so
existiert eine Fixfaser X, die invariant ist unter F, sodass fir den Kommutator von F
und X gilt: [X,E] = Y. Cix g(e). Also existiert ein 1 # e € £ mit dim(Cx(e)) > 1,
1#ecE

was unmoglich ist, wie wir gezeigt haben. Daher operiert (es) = E/(e;) treu auf U.

Sei D; : E — GL(W;) die Darstellung von E auf W;, dann ist E/ker(D;) zyklisch, da
E abelsch (Konsequenz aus dem Satz von Burnside, vgl. [HUP, Kap V.7, S. 490ff]). Es
folgt E/ker(D;) = Cs, das heiBt n = 5, dim(W;) = 2 und da SL(2,2) = Sym(3) nach
[HUP, Kap II, Satz 6.14, S. 183] ist

€; |W7§Ak7 k€{071a2}a A= <§) })

Also existieren mindestens zwei j, 7’ mit
€1 |W]-: (e2 |Wj)67 €1 |W].,= (€2 |Wj,)€, e =*1.

Dann ist Cyy(e1 - e5°) 2 W; @ Wy, Ein Widerspruch.

Sei nun also F = Cy zyklisch.

Wihle e € E mit (e) = E. Da 9 1 33 gilt, dass Fy := (e3) planar ist. Sei B eine Bahn
der Lénge drei von E auf L., so gilt nach unseren obigen Betrachtungen, dass B eine
Teilmenge der Fixunterebene Tpg, ist. Also hat E eine Bahn der Lange drei und sonst
nur Bahnen der Lénge 9 auf L,,. Aber 33 # 3 (mod 9). Ein Widerspruch.

Es folgt die Behauptung. m
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2.1. Hauptergebnis und elementare Beweise

Es sei W ein 2n—dimensionaler K —Raum, K = GF(2) mit n ungerade.

Satz 2.6.
Sei T =T(W,8) eine Translationsebene. Dann enthdlt das Translationskomplement kein
Element der Ordnung 4.

Beweis.

Angenommen y sei ein solches Element. Nach dem Satz von Baer ist y? entweder eine
Zentralkollineation oder planar. In jedem Fall ist dim(Cy (y?)) = n. Setze U := Cyw (3?).
Sei also w € W N\ U und wy? = w + v mit 0 # u € U, dann ist

w:wy4:(w+u)y2:w+u+uy2:u:uy2

Damit ist durch W 3 w — w+wy? € U ein Homomorphismus mit Kern U definiert, wel-
cher sogar ein Epimorphismus ist, also V//U = U. Man kann eine Basis By = {ey,...,e,}
von U so zu einer Basis B = {ey, ..., e, } von W erginzen, dass y* beziiglich B folgende

Matrixdarstellung besitzt:
1
2 nxn
v (mm 1m>

Da y und 3? kommutieren, lisst y den Raum U invariant, die Matrixdarstellung von y

hat also die Form:
(A
Y=\B A

:ﬂ-nxn 2 A2
Loxn nsn) 0~ \AB+BA A2

Wir wissen aus der linearen Algebra, dass Spur(AB + BA) = 0, sodass

Damit erhalten wir:

1 = Spur(L,x,) = Spur(AB + BA) =0

ein Widerspruch. Es folgt die Behauptung des Lemmas. O]
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2. Die Translationsebenen der Ordnung 32

2.2. Kollineationen der Ordnung 31

Im Folgenden soll gezeigt werden, dass es (bis auf Aquivalenz) zwei nicht-desarguesche
Translationsebene der Ordnung 32 gibt, die einen Automorphismus der Ordnung 31
besitzen.

2.2.1. Theoretische Vorbereitung der Computersuche

Lemma 2.7.
Das Translationskomplement einer Translationsebene (W, &) der Ordnung 32 diber W
enthalte eine Gruppe H = Cs1. Dann kann eine Basis von W so gewdhlt werden, dass

H e <<A D>>, A, D € GL(V) mit |A| = |D| = 31.

Beweis.
Da 33 = 2 (mod 31) existieren in & unter H zwei Fixfasern. Koordinatisiere so, dass
V(0) und V(c0) diese Fasern sind. Mit Bemerkung folgt die Behauptung O

Bemerkung 2.8.
Es ist bekannt:

1. Uber GF(2) sind nach Lemma zu einer irreduziblen Matrix A nur deren Po-
tenzen A%, A%, A% A6 .. konjugiert.

2. Sei |A] =31 in GL(5,2), dann ist A ein Singer-Zyklus. Aus Teil 1 zusammen mit
Bemerkung folgt, dass die Konjugiertenklassen der Elemente in (A) \ 1 re-
préasentiert werden koénnen durch die folgende Menge von Exponenten von A:
ko = {1,2,4,8,16}, k1 := {3,6,12,17,24}, ks := {5,9, 10, 18, 20},
ks = {7,14,19,25,28,}, ks := {11,13,21,22,26} und ks := {15,23,27,29,30}.
Die Exponentenmenge k = {1,3,5,7,11, 15} reprisentiert demnach die Konjugier-
tenklassen von Elementen der Ordnung 31 in GL(5,2).

3. Die Begleitmatrix der Ordnung 31 hat die Gestalt B=1. . . 1

Lemma 2.9.
Sei diag(A, D) eine Kollineation der Ordnung 31, dann kann eine Koordinatisierung so
gewdahlt werden, dass gilt

1. A= B.
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2.2. Kollineationen der Ordnung 31

2. D =B mitk € k.

Beweis.

zu 1:In GL(5,2) sind alle Singer-Gruppen konjugiert, da sie maximale 31-Untergruppen
und somit 31-Sylowgruppen sind. Wéhle also eine Basis von V'(0) so, dass A beztglich
dieser Basis gleich der Begleitmatrix ist.

zu 2: Wahle eine Basis von V(00) so, dass D beziiglich dieser Basis in der Singer-Gruppe
(B) liegt. Nach Bemerkung ist also D = B* mit k € k O

Definition 2.10.
Seien H, K Untergruppen der Gruppe G 5 g. Die Menge

HgK ={h-g-k|he H ke K}

ist eine Doppelnebenklasse.

Bemerkung 2.11.

[H| K|  _ |H||K]
lgKg—tNH| |K9NH|

o Bekannt ist fir Doppelnebenklassen, dass |HgK| = (siehe

[HUP, Kap. I, Satz 2.19, S. 11]).
o Ist diag(B, B*) eine Kollineation, so hat & nach Bemerkung die Form

& =V (co) UV(0)U{V(BT'TB*)|0<i<30}

Satz 2.12.
Sei & = V(o) UV (0) U{V(B'TB*) | 0 <i < 30}. Es geniigt, T als Reprisentant
einer Doppelnebenklasse zu wdhlen. Die Grofle dieser Menge ist 10410.

Beweis.
Sei Z € Syls1(G) eine 31-Sylowgruppe in G = GL(5,2), also Z = (B). Damit operiert
Z scharf transitiv auf V'(5,2) ~ {0}. Des Weiteren kénnen die Vertreter von Z in G,,
dem Stabilisator von v in G, gewahlt werden. Es gilt

G:G,|=31=|V A0}, dh. |G, Z| = —— = |G

GGl =81 =V S {0}, dh. G, 2] = 1 22 = (6]
Daraus folgt G = G, - Z = Z - G,,. Mit anderen Worten ist G, ein Nebenklassenvertre-
tersystem von G modulo Z und vice versa Z ein NKVS von G modulo G,,. Schreibe also
G in der Doppelnebenklassenzerlegung als

G = U YA
reR
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2. Die Translationsebenen der Ordnung 32

mit ZrZ = U zrZ und R C G,. Wir wissen nach Bemerkung 2.11} |ZrZ| = |Z|TZr|T2Z\
z2€Z

Falls r ¢ Ng(Z) folgt, dass Z" N Z =1 und damit |ZrZ| = |Z]2.
Sei nun also r € Ng(Z), dann ist Z = Z" und damit |ZrZ| = |Z| = |rZ].
Schreibe N¢(Z) = (Z) - (Y) mit |Y| = 5 und somit

INa(2)| = U y"2.

0<k<4

Sei n die Anzahl der Doppelnebenklassen der Grofie |Z|?) so ist

Gl =5-1Z]+n-|2] =1Z] |G,

Da |G| =5+n-|Z| =5+n-31ist n = 190 = [GLAII65 _ 1405,

Zusammen mit den finf Wahlen fiir r € Ng(Z) ergibt sich wie behauptet eine Menge
der Grofle 10410 als mogliche Wahlen von T O

Folgerung 2.13.
FEine Spread-Menge, einer Translationsebene der Ordnung 32, die einen Automorphismus
der Ordnung 31 besitzt, hat die Form:

S={B7'TB™"|0<i<30},

wobei T € GL(5,2), k € k.
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2.2. Kollineationen der Ordnung 31

2.2.2. Praktische Durchfiihrung

1. Schritt: Erstellen der Singer-Gruppe
Zu der Begleitmatrix B wird die Singer-Gruppe (B) in GAP erstellt und gespeichert.

2. Schritt: Finden der Reprasentanten der Doppelnebenklassen

Bemerkung 2.14.
Sei v := (0,0,0,0,1). Wir wissen aus der linearen Algebra, dass die Menge

Gy :={A € GL(5,2) | A, =v}

der Stabilisator der ersten Matrixzeile ist.

Algorithmus 8 Spread-Mengen aus Repréasentanten der Doppelnebenklassen
Eingabe: Singer-Gruppe (B), Stabilisator G, der ersten Matrixzeile
Ausgabe: Spread-Mengen
Initialisierung: Reps := 0, R :== )
for ¢ in [1..Size(G,)] do
Bilde die DNK (B) - G,li] - (B)
if Kein Element dieser Bahn ist schon in Reps then
Fiige G,[i] zu Reps hinzu und teste die Bahn mit Algorithmus [2] auf Spread-
Mengen Eigenschaft
if Test positiv then
Fiige die Bahn zu R hinzu
end if
end if
end for

Ausgabe R

Ergebnis:

Von den 10410 Mengen der Form S = {B~*TB* | 0 < i < 30}, mit T € R, k € k, fallt
bei 165 der Spread-Mengen-Test aus Algorithmus 2| positiv aus. Diese werden zusammen
mit dem dazugehorigen Exponent von B als Spread-Menge gespeichert.

3. Schritt: Nicht-desarguesche Spread-Mengen heraus filtern

Zur Identifizierung der desargueschen Spread-Mengen werden diese durch Multiplika-
tion mit dem inversen eines beliebigen Elementes der Spread-Menge normiert und die
Ordnung der durch diese Menge erzeugten Gruppe betrachtet. Dabei treten zwei Félle
auf:

33



2. Die Translationsebenen der Ordnung 32

1. Die Ordnung der Gruppe ist 31, die Gruppe ist also kommutativ
= Die durch diese Spread-Menge induzierte Ebene ist desarguesch

2. Die Ordnung der Gruppe ist > 31, die Gruppe ist nicht kommutativ
= Die durch diese Spread-Menge induzierte Ebene ist nicht desarguesch

Die Rechnung zeigt:
Von den urspriinglich 165 Spread-Mengen sind nur noch 20 nicht-desarguesch.

4. Schritt: Test auf Aquivalenz
Nach Durchfiithrung der Prozedur EQUIV verbleiben zwei nicht isomorphe Spread-
Mengen, wie zu Beginn des Kapitels behauptet.

Resultat:
Es handelt sich um die in Kapitel 5| beschriebenen Ebenen Ty und Ts.
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2.3. Kollineationen der Ordnung 11

2.3. Kollineationen der Ordnung 11

Im Folgenden wollen wir zeigen, dass es bis auf Aquivalenz genau eine nicht-desarguesche
Translationsebene der Ordnung 32 gibt, die einen Automorphismus der Ordnung 11
zulasst.

2.3.1. Theoretische Vorbereitung der Computersuche

Definition 2.15.

Es sei wieder W ein K —Raum. Die nichttrivialen Vektoren von W werden 1—R&ume
genannt. Entsprechend nennen wir die Menge der nichttrivialen Vektoren eines d—di-
mensionalen Teilraumes von W einen d—Raum.

Fiir dieses Kapitel seien fiir ein Element z des Vektorraumes GF'(2'):
e X : x> 2% die Frobenius-Abbildung und

e O : x — x60 die Singer-Abbildung repréisentiert durch ein primitives Element 6

(vgl. Definition [1.2).
Lemma 2.16.
Die Gruppe (0,%) operiert transitiv auf GF(2')*.

Beweis.
Klar, da 6 primitives Element und © bereits scharf transitiv auf GF(21°)* operiert. [

Lemma 2.17.
Sei H das Translationskomplement einer Translationsebene der Ordnung 32, die einen
Automorphismus der Ordnung 11 zulisst. Dann ist (©%) € Syly(H).

Beweis.
Folgt unmittelbar aus dem Satz von Sylow. n
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2. Die Translationsebenen der Ordnung 32

2.3.2. Praktische Durchfiihrung

Man stellt fest, dass die Rechenoperation ,+* in endlichen Koérpern unter GAP lénger
dauert, als die Operation ,, - “. Zu diesem Zweck wird von uns zuerst eine Additionstabelle
fiir das Rechnen in GF(21°)* angelegt, also eine symmetrische 1023 x 1023 Matrix, deren
Eintrage an der Stelle (7, j) die Position der Summe des i—ten mit dem j—ten Element
aus GF(2'%)* angeben. Wir rechnen von nun an also nicht mehr mit Korperelementen
sondern mit deren Position-reprasentierenden Zahlen.

Der néichste Schritt ist das Erstellen der Gruppe (X, ©), wobei 0 := Z(2'°) das primitive
Element bezeichnet. Fiir alle x € GF(2!°)* werden die Positionen der Elemente x - und
x? als Permutationslisten (wiederum von Zahlen) gespeichert. Aus diesem Erzeugenden-
system wird nun die Gruppe (X, ©) gebildet.

Unser erstes Ziel ist die sukzessive Konstruktion eines 5—Raumes in GF(2') (also
eine Faser der Translationsebene) durch Hinzunahme von 1—Réumen und testen auf
die in Lemma [2.16] und [2.17] angefithrten Kriterien. Wir kénnen o0.B.d.A. annehmen,
dass diese erste Faser das Einselement unseres Vektorraumes enthélt. Wahle also als
Start—1—Raum das erste Element aus GF(2'%)*, reprisentiert durch die Zahl 1.

Algorithmus 9 Konstruktion der n—Ré&ume

Eingabe: Additionstabelle A fiir GF(2!%)*, Teilmenge der n — 1-Rédume S,,_;
Ausgabe: Menge der n—Réaume §,,, die Raume aus S,,_; als Teilrdume enthalten
Initialisierung: S, = 0
for i in [1..Size(S,-1)] do
Sp—1:= Sp_1lt], Ny :={1,2,...1023} \ {s,_1}
for j in [1..Size(N, )] do
Setze Ly := {A[y][Nolj]] | y € sn1} U{Nu[j]}
Sp = Sp_1 U Ly
Fige s, zu S, hinzu
end for
end for
Ausgabe S,

Lemma 2.18.
Der Algorithmus liefert alle zuldssigen n— Rdume.

Beweis.
Schritt 1) tberprift alle n—R&dume nach Lemma und Schritt 2) filtert die redun-
danten n—Réaume heraus nach Lemma [2.16] O
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2.3. Kollineationen der Ordnung 11

Algorithmus 10 Uberpriifung der n-Rédume
Eingabe: Menge der n—Réume S,, Gruppen (¥, ©) und (6%)
Ausgabe: Menge der n—Réaume 5, die die Bedingungen einer partiellen Faser erfiillen

Initialisierung: S, =0, S, :=

1)

for i in [1..Size(S,)] do
Teste fiir alle Elemente z € S,[i], ob die Bahn von z unter (6%) nur den Durch-
schnitt {z} mit S,[i] hat. Falls dies fiir alle z € S,,[i] erfillt ist, fige S,[i] zu S,
hinzu.

end for

2)

Finde Vertreter der Aquivalenzklassen der Elemente von S’, wobei s,s’ € S/, genau

dann dquivalent sind, wenn sie in einer (X, ©)—Bahn liegen, dazu:

while Size(S]) > 0 do
Bilde die Bahn eines noch nicht iiberdeckten Elementes aus S/, unter (¥, 0), fiige
dieses Element zu S, hinzu und streiche alle Elemente der Bahn aus S,.

end while

Ausgabe S,

Jeder der 92 gefundenen zuldssigen 5—Raume wird nun um zwei weitere 5—Raume
erweitert. Dies geschieht durch dasselbe Vorgehen wie in Algorithmus[9] Das Testprinzip
auf Zuléssigkeit beziehungsweise Redundanz ist dquivalent zu demjenigen in Algorithmus
10

Ergebnis: 21 Tripel aus zuléssigen 5—Réaumen.

Zu Beginn des Kapitels wurden die affinen Punkte unserer Translationsebene mit den
Korperelementen aus GF(2'9) identifiziert. Um aus drei 5—Réaumen eine Matrix-Spread-
Menge beziiglich eines Referenztripels aus drei Fasern zu erhalten, werden die 5—Raume
in Vektorraume iiber GF'(2) iiberfiithrt. Dazu werden die Zahlen, die die 5—Réume repré-
sentieren zunéchst wieder mit den Korperelementen identifiziert. Aus den so erhaltenen
Vektoren konnen mit einer GAP-Prozedur direkt drei fiinfdimensionale Vektorrdumen
erstellt werden. Das Bilden einer Bahn unter (©%) liefert eine komplette Faserung der
Machtigkeit 33 von W. Aus dieser Faserung kann wie in Algorithmus [I] angegeben eine
Spread-Menge konstruiert werden.

Der anschlieBende Aquivalenztest aus Algorithmus |5| zeigt, dass alle gefundenen Spread-
Mengen aquivalent sind. Somit ist die Behauptung zu Beginn des Kapitels gezeigt.

Resultat:
Es handelt sich um die in Kapitel [5| beschriebene fahnentransitive Ebene T .
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2. Die Translationsebenen der Ordnung 32

2.4. Kollineationen der Ordnung 7

Im Folgenden soll gezeigt werden, dass es keine Translationsebene der Ordnung 32 mit
Automorphismus der Ordnung 7 gibt.

2.4.1. Theoretische Vorbereitung der Computersuche

Die Uberlegungen im Fall der Automorphismen der Ordnung 7 konnen teilweise auf die
von uns vorgenommenen Beobachtungen im Falle der Ordnung 31 tibertragen werden.

Lemma 2.19.

1. Die Begleitmatriz der Ordnung 7 ist eine Matriz der GL(3,2), die auf natirliche
Weise mit einer Matriz der GL(5,2) identifiziert werden kann.

1.
o Lo O)
B=]. . 1]+ ( 0 B) = A

2. (A) ist konjugiert zu jeder T—Sylowgruppe von GL(5,2).

3. A ist konjugiert zu A? und A*, ebenso sind A3, A% und A® zueinander konjugiert.

Bewets.

zu 1: Siehe Folgerung

zu 2: Folgt direkt aus den Sylow-Séatzen.

zu 3: Nach Bemerkung Teil 1 ist B in GL(3,2) nur zu B?, B* B® = B! konjugiert
und B2 nur zu BY, B2 = B’ sowie B!’ = B3. Zusammen mit Teil 1 des Lemmas folgt
die Behauptung. O

Da |&| = 33 = 5 (mod 7) gibt es bei einem Automorphismus der Ordnung 7 genau
finf Fixfasern, die eine Fixunterebene der Ordnung 4 enthalten. Diese Fasern seien
V(0),V(00), V(t1), V(ta), V(ts) mit t1,ts,t3 € GL(5,2). Zusatzlich enthélt eine Spread-
Menge noch vier disjunkte 7-Spread-Mengen, die als Bahnen des Automorphismuses
beziiglich eines Reprisentanten aufgefasst werden konnen .

Satz 2.20.
1. Seie € GF(2)3 \ {0} beliebig, dann ist e(B) = GF(2)3 \ {0}

2. Sei (x) eine Kollineationsgruppe der Ordnung 7 mit V(0),V(c0) als Fizfasern.
Dann kénnen Basen von V(0) und V(00) so gewdhlt werden, dass gilt:

()
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2.4. Kollineationen der Ordnung 7

Beweis.
zu 1: Wir wissen, dass |e - (B)| = |[(B) : Cipy(e)|. Aber Cy32)((B)) = 0, das bedeutet
Cpy(e) = 1, woraus folgt

le- (B)| = [(B)] = 7= [V(3,2) ~ {0}

zu 2: Nach Bemerkung ist B~ B2, B*und B =~ B!, B~2, B~*. Daher auch A ~
A% ~ A*und A » A7 A2 A7 Also existieren Basen von V(0) und V(o00), so dass
Ty o) = Aund Ty () € (A). Ist dabei zy () € {4, A%, A*} so kann man sogar zy () = A
annehmen, da A ~ A% ~ A* in Ngp52)((A)).

Ist Zy(s) € {A7!, A72, A7*} so kann man analog zy () = A~ annehmen.

-1

A(D 2), dann ist V(t)y = V(AtA) und damit
t = AtA was aber dquivalent ist zu t ' A~ = A. Wir wissen jedoch, dass A in GL(5,2)
nicht zu ihrer Inversen A® konjugiert ist nach Lemma . Ein Widerspruch. Es folgt die
Behauptung. O

Angenommen V(t) ist fix unter y := <

Folgerung 2.21.
Eine 7-Spread-Menge enthdlt eine Matriz, deren erste Zeile in

R:={ry,...,r4} =1(0,0,0,0,1),(0,1,0,0,1),(1,0,0,0,1),(1,1,0,0,1)} liegt.

Beweis.
Sei M eine Matrix aus einer 7-Spread-Menge. Es sind Mi, = (a,b) mit a € GF(2)?, b €
A 0
3 _
GF(2)° und z = o Al

Dann ist V(M)z = V(A"*MA), wobei klar ist, dass (A™'M), = M..

Daraus folgt (A™'MA)y. = M, A = (a,bB). Wegen det(M — A'MA) # 0 ist bB # b,
also b # 0.

Nach Satz existiert eine Matrix M’ mit V(M') € B(M) - (x) und M;, = (a,e),
wobei e = (0,0, 1).

Es folgt die Behauptung. O

Notation 2.22.
Seir € V. Setze

Pot(r) = {M € GL(V) | My, = r} = {M € GL(V) | (1,0,...,0)M = r}.

Eine solche Menge bezeichnen wir mit Topf beziiglich einer ersten Matrixzeile r.
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2. Die Translationsebenen der Ordnung 32

Lemma 2.23.
Sei R wie im Folgerung und r € R. Dann gilt

Pot(r)=G, - E
wobei E ein beliebiges Element in Pot(r) und v = (0,0,0,0,1) ist.

Beweis.

Aus der Gruppentheorie wissen wir:

Falls eine Gruppe H transitiv auf der Menge 2 > wy, w; operiert und Hy der Stabilisator
von wy in H ist, dann gilt:

{h eH | th = wl} = H()h(),

wobei hg ein beliebiges Element mit wphg = wy ist.
Anwenden auf H = GL(5,2), Q =V ~ {0}, wop = v und w; = r liefert die Behauptung.
]

Folgerung 2.24.
Eine Spread-Menge mit Automorphismus der Ordnung 7 hat die Form:

4
S={ti,to,t3} U J{ATT A 1< < T}

i=1

fir T; € Pot(r;).
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2.4. Kollineationen der Ordnung 7

2.4.2. Praktische Durchfiihrung
1. Schritt: Erstellen der Sylow-7-Untergruppe

Zu der Begleitmatrix B bilden wir die Matrix A = (12X2 B) sowie die durch A erzeugte
Sylow-7-Gruppe (A).

2. Schritt: Einteilen von Topfen
Zu den in Folgerung aufgefithrten ersten Matrixzeilen R werden die Topfe Pot(r;)
mit r; € Rund i € {1,...,4} konstruiert und gespeichert.

Pot(r;) = G, - g, fir ein g € Pot(r;)

Die Grofe jedes Topfes betragt 322560 Matrizen.

3. Schritt: Herstellen der 7-Spread-Mengen

Alle Elemente aus jedem Topf werden mit den Potenzen von A konjugiert, sodass eine
Bahn der Lange sieben entsteht, die mit der Spread-Mengen Bedingung aus Algorithmus
tiberpruft wird.

Hierbei stellt sich heraus, dass es in keinem der Topfe eine 7-Spread-Menge gibt, was
unsere anfiangliche Behauptung zeigt.
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2. Die Translationsebenen der Ordnung 32

2.5. Kollineationen der Ordnung 5

Im Folgenden soll gezeigt werden, dass es bis auf Aquivalenz sechs nicht-desarguesche
Translationsebenen der Ordnung 32 gibt, die einen Automorphismus der Ordnung 5
zulassen.

2.5.1. Theoretische Vorbereitung der Computersuche

Ahnlich wie im Fall der Ordnung 7 ergibt sich:

Lemma 2.25.

1. Die Begleitmatriz der Ordnung 5 ist eine Matriz der GL(4,2), die auf natirliche
Weise mit einer Matriz der GL(5,2) identifiziert werden kann.

1

o1 1 0
B = S l—>(® B) = A
1 11

2. (A) ist konjugiert zu jeder 5—Sylowgruppe von GL(5,2).
3. A ist konjugiert zu A® fiir allei=1,...,5

Beweis.
Siehe Beweis zu Lemma 2.19 m

Da |&| =33 =3 (mod 5) gibt es bei einem Automorphismus der Ordnung 5 genau drei
Fixfasern, die eine Fixunterebene der Ordnung 2 enthalten. Diese Fasern seien bei ge-
eigneter Basenwahl V/(0), V(c0), V(1). Zusétzlich enthalt eine Spread-Menge noch sechs
disjunkte 5-Spread-Mengen, die wie im Fall der Ordnung 7 als Bahnen des Automor-
phismuses beziiglich eines Représentanten aufgefasst werden konnen.

Folgerung 2.26.
Reprisentanten der 5-Spread-Mengen sind Matrizen, deren erste Zeile in der Menge
R = {(1,1,0,0,0),(0,1,0,0,0),(1,1,0,0,1),(0,1,0,0,1),(1,1,1,0,0),(0,1,1,0,0)} =

{ry,...,r¢} enthalten ist.

Beweis.
Die (B)— Bahnen auf V (4, 2) konnen représentiert werden durch die Vektoren (1,0, 0, 0),
(1,0,0,1) und (1,1,0,0). Des Weiteren siche Beweis zu Folgerung [2.21] O
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2.5. Kollineationen der Ordnung 5

Folgerung 2.27.
Eine Spread-Menge mit Automorphismus der Ordnung 5 hat die Form:

6
S=15:;UJ{A7T4 |1 <5 <5},

i=1

wobei T; € Pot(r;).
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2. Die Translationsebenen der Ordnung 32

2.5.2. Praktische Durchfiihrung

1. Schritt Erstellen der Sylow-5-Untergruppe
Wie im Fall der Ordnung 7.

2. Schritt: Einteilen von Topfen

Zu den in Folgerung aufgefithrten ersten Matrixzeilen R werden die Topfe Pot(r;)

mit r; € Rund i € {1,...,6} konstruiert und gespeichert.

Pot(r;) = G, - g, fir ein g € Pot(r;)

Die Grofle jedes Topfes betréagt 322560 Matrizen.

3. Schritt: Herstellen der 5-Spread-Mengen

Algorithmus 11 5-Spread-Mengen Tépfe

Eingabe: Topfe Pot(r;) mit r; € R
Ausgabe: 5-Spread-Mengen Topfe
Initialisierung: Pots := () als 5-Spread-Mengen Topfe
for i in [1..Size(R)] do
for j in [1..Size(Pot(r;))] do

Bilde die Bahn U := {A7% - Pot(r;)[j] - A* |k =1,...

Teste U U 1 auf Spread-Mengen-Bedingung
if Test positiv then
Fiige U zu Potsli] hinzu
end if
end for
end for
Ausgabe Pots

75}

Ergebnis:

In jedem der sechs Tépfe befinden sich nun 6818 der 5-Spread-Mengen.

4. Schritt: Sukzessiver Aufbau der nicht-desargueschen Spread-Mengen
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2.5. Kollineationen der Ordnung 5

Algorithmus 12 Spread-Mengen
Eingabe: 5-Spread-Mengen Topfe Pots
Ausgabe: Spread-Mengen
Initialisierung: 5er := () als Menge der 5-Spread-Mengen
for i in [1..Size(Pots[1])] do
P := Pots[1][i] U1
while 2 < j <6 do

for k in [1..Size(Pots|j])] do

if P:= P U Pots[j|[k] ist partielle Spread-Menge = true then
ji=7+1
end if
end for
end while
Fiige P zu 5er hinzu
end for
Ausgabe 5Ser

FErgebnis:
Wir erhalten 276 nicht-desarguesche Spread-Mengen

5. Schritt: Test auf Aquivalenz
Nach der Durchfithrung des Aquivalenztestes EQUIV erhalten wir sechs nicht-iquiva-
lente Spread-Mengen.

Resultat:
Es handelt sich um die in Kapitel [5| beschriebenen Ebenen To, T3, T4, T, Tg und T5.
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2. Die Translationsebenen der Ordnung 32

2.6. Kollineationsgruppen der Ordnung 6
2.6.1. Theoretische Vorbereitung der Computersuche

Im Folgenden soll gezeigt werden, dass es keine nicht-desarguesche Translationsebene
der Ordnung 32 gibt, die einen Automorphismus der Ordnung 6 zulésst.

1. Fall: Zyklische Gruppe

Lemma 2.28.

Das Translationskomplement einer Translationsebene (W, &) der Ordnung 32 tuber W
enthalte eine Gruppe H = C3 x Cy = (s,t) mit |s| = 3 und |t| = 2. Dann kann eine
Basis von W so gewdhlt werden, dass

— A t —
§ = ’j U 1 1)°
wobei |A| = 3.

Beweis.

Da 33 =1 (mod 2) existiert eine Faser, die unter ¢ fix bleibt, diese sei X. Da H abelsch
ist lasst s ebenfalls die Faser X fix. Daraus folgt, dass s planar ist, was bedeutet, dass zwei
weitere Fasern Y und Z unter s fix bleiben. Diese drei Fasern enthalten eine Fixunterebe-
ne der Ordnung 2. Identifiziere bei geeigneter Basenwahl XY, Z mit V' (0), V(c0), V (1),
so hat s nach Folgerung die Form

A .
s:< A)’ mit |A| =3

-2 )

wobei D = 1 gilt, da t eine Elation ist.
Sei weiterhin Z = <Z Z> € Carw)(y), dann ist H:=(Z"2Z 7 'yZ) eine Gruppe,

und ¢ die Form:

die die Fasern V(0), V(oco) und V(1) fix lasst. Wéhle Z so, dass
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2.6. Kollineationsgruppen der Ordnung 6

Folgerung 2.29.
Reprisentanten der 6-Spread-Mengen sind Matrizen, deren erste Zeile in der Menge
R = {r,...,rs} = {(0,0,0,1,0),(0,0,1,1,1),(1,0,1,0,1),(0,1,0,0,0),(1,1,0,1,1)}

enthalten ist.

Beweis.
Siehe Beweis zu Folgerung [2.21] O

Folgerung 2.30.

Fiir eine Matriz T € GL(V') definiere TV .= A1 T A+ 1 und entsprechend T =
ATV A+ 1 et cetera.

Dann hat eine Spread-Menge mit Automorphismus der Ordnung 6 die Form.:

5 .
S = 1545 U U{T,E;]) |1 <j <6},
i=1

wobei T; € Pot(r;).

2. Fall: Symmetrische Gruppe

Lemma 2.31.

Das Translationskomplement einer Translationsebene (W, &) der Ordnung 32 iber W
enthalte eine Gruppe H = Sym(3) = (s,t) mit |s| = 3 und |t| = 2. Dann ist s nicht
planar und es kann eine Basis von W so gewdhit werden, dass

el ?)

wobei A3 =1 = D? und DAD = A?.

Beweis.

Angenommen s sei planar, XY, 7 sei die Fixunterebene der Ordnung 2. Nun wissen
wir, dass t die Menge der Fixfasern invariant lésst, da ¢ die von s erzeugte Gruppe
normalisiert. Jedoch ist ¢ eine Elation, das heifit eine der Fixfasern, etwa X, ist Achse
von t. Sei x € X N\ Cx(s). Wir wissen, dass |Cx(s)| = 2 und da auch zs in X liegt gilt:

rs ' =gqtrt =xst =18 = s =1

ein Widerspruch.
Also operiert s fixpunktfrei. Da ¢ genau eine Fixfaser hat, gibt es folglich genau eine
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2. Die Translationsebenen der Ordnung 32

H—Bahn auf S der Lange 3. Wahle die Koordinatisierung so, dass diese Bahn gleich
{V(0),V(c0),V (1)} ist und dass V(0)t = V(0)s = V(o0) gilt und somit auch

=567

Da V(c0)s = V(1) und V(1)s = V(0) folgt A = B = C sowie A* = 1, da [s| = 3.
Aquivalente Uberlegungen zeigen, dass aus V (1)t = V(1) folgt, dass E = D71,
SchlieBlich zeigt die Gleichung s? = tst, dass D™'AD = DAD = A> und so D?> =1. O

Bemerkung 2.32.
« Da eine Faser V(7T') € S unter H die Bahn

Orb(T) :={V(T),V(D'T'D), V(1 + A'TA),V([1 + ATA™ ™),

V([L+ (AD)'TAD]™), V(1 + (DA)"'TDA)}

bildet, ist es nicht moglich, eine Einteilung in Bahnen von Topfen zu treffen, wie
in den tbrigen Fallen. Das Invertieren lasst keine Vorhersage iiber das Verhalten
der ersten Zeile einer Matrix zu.

o Wir wissen aus der linearen Algebra und unseren vorherigen Uberlegungen aus
Lemma [2.8] dass es nur drei Konjugiertenklassen von Matrizen der Ordnung 3
gibt. Daher

A c A = {Al,AQ,Ag} == ﬂ5><5, . o1

o Ebenso ist bekannt, dass es genau drei Konjugiertenklassen von Matrizen der Ord-
nung 2 gibt, diese sind

D = {DI,DQ,Dg} = 15><5, . o1 . y . 101

Aufgrund dieser einfachen Blockstruktur folgt direkt, dass D in Abhéngigkeit von
A gewéhlt werden kann als

D(A))=D1) =D, D(Ay))=D~1, D(As)= Ds
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2.6. Kollineationsgruppen der Ordnung 6

Folgerung 2.33.
Eine Spread-Menge mit symmetrischer Kollineationsgruppe der Ordnung 6 hat die Form:

5
S = 1545 U [ J{Orb(T3)},
i=1

wobei T; € GL(5,2), A€ A, D € D(A).

3. Fall: Kollineationsgruppen der Ordnung 12 — Alternierende Gruppe
Da Cy x Cy < Alt(4), siehe Fall 2.

49



2. Die Translationsebenen der Ordnung 32

2.6.2. Praktische Durchfiihrung

1. Fall:

Die Suche im Fall der zyklischen Kollineationsgruppe der Ordnung 6 verlauft aquivalent
wie im Falle der Ordnung 5 mit R wie oben und einer Substitution der Bahn U aus
Algorithmus |11|zu U := {Pot(ri)(Al), ... Pot(r)'9y.

Bei Schritt 4 der Suche stellt sich heraus, dass in diesem Fall keine vollstandigen Spread-
Mengen existieren.

2. Fall:
1. Schritt: Erstellen des Topfes Pot(v), wobei v := (0,0,0,0,1)
Pot(v) =G, -g, firein g € Pot(v)
Des Weiteren wurden zu jeder Matrix 7' € Pot(v) die Bahnen Orb(T) fir alle Wahlen
von D und A gebildet.

Ergebnis:
Je 64512 Bahnen (6-Spread-Mengen), die Matrizen T" mit T}, = v enthalten.

2. Schritt: Reduktion der Bahnen
Um die 6-Spread-Mengen auf Aquivalenz zu priifen, reicht ein Test unter der Operation
opo(g) aus Satz fir ¢ € GL(5,2). Da diese Gruppe den internen Speicher des
Programms GAP iibersteigt, wird die Gruppe dargestellt als

GL(5,2) = (B) -G,

wobei B die Begleitmatrix der Ordnung 31 ist. Es stellt sich heraus, dass es schon gentigt
nur mit Elementen von G, zu operieren, um zu zeigen, dass alle 6-Spread-Mengen fiir
alle Wahlen von D und A dquivalent sind.

Wir erhalten also lediglich je eine Startermenge der Grofe 6.

3. Schritt: Erstellen weiterer Topfe und Bildung der Spread-Mengen
Da das Erstellen samtlicher Topfe, die alle die Grofle 64512 haben, ebenfalls den Spei-
cherplatz tibersteigen wiirde, haben wir folgende Voriiberlegungen zu treffen:

« Essind nur solche Tépfe zu betrachten, deren Matrizen keine erste Zeile aus Orb(T)
enthalten.

 Aufgrund der Struktur von Orb(T) sind nur solche Topfe Pot(w) zu generieren,
mit w = (0, %, %, x,*) und * € {0,1}.

Fir jede Startermenge werden nun also nur noch < 8 Tépfe notwendig. Aus diesen

werden wie in Algorithmus [11] die partiellen Spread-Mengen sukzessive vervollstandigt.

Ergebnis:
Alle 6 auf diese Weise gefundenen Spread-Mengen sind desarguesch.
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2.7. Kollineationsgruppe der Ordnung 4

2.7. Kollineationsgruppe der Ordnung 4
2.7.1. Theoretische Vorbereitung der Computersuche

Da wir zu Beginn des Kapitels gezeigt haben, dass es keine zyklische Kollineationsgruppe
der Ordnung 4 gibt, bleibt nur die Untersuchung einer Kleinschen Vierergruppe von
Kollineationen.

Lemma 2.34.

Das Translationskomplement einer Translationsebene (W, &) der Ordnung 32 iber W
enthalte eine Gruppe H = Cy x Cy = (s,t). Dann kann eine Basis von W so gewdhlt
werden, dass H erzeugt wird von Elationsmatrizen (siehe [JOH, Kap. 23.2, S. 340ff])

der Form
_(t1\,_(1 D
5= 1)" " 1)’

wobei D € GL(5,2) nicht den Eigenwert 1 hat.

Beweis.
Da 33 = 1 (mod 4) gibt es genau eine Fixfaser. Koordinatisiere so, dass V(00) diese
Faser ist und eine H—Bahn die Fasern V(0) und V(1) enthélt, die von s vertauscht

werden. Dann folgt dhnlich zu den obigen Beweisen zu Lemma und fir die
Matrixschreibweise von s und ¢:

A A C D :
s:< A)’ t:< C’)’ mit |A| = |C| =2

Sei V(T') eine beliebige Faser von &, dann hat V(7)) unter H die Bahn
V(T),V(A+A'TA),V(C'D+C'TC),V(1+C ' D+C'TC),V(1+C 'D+A'TA)

und da |H| = 4 folgt C' = A. Normiere nun s und erhalte:

() )

Zu klaren bleibt nun noch der Eigenwert von D. Da t eine Elation ist, ist D nicht
singular.

Fir eine Faser V(T') mit T € GL(5,2) ergibt sich die Bahn:
V(T), V(T +1),V(T + D), V(T + D +1).
Da V(o0) unter H fix bleibt und V(0) in der Bahn

V(0),V(1),V(D),V(D + 1)
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2. Die Translationsebenen der Ordnung 32

liegt, folgt det(D + 1) # 0. Aus der linearen Algebra wissen wir:
det(D+1)#0

<~ (D+1)v#0, fiuralle0#veV
< Dv#wv, furalle0#veV

<= 1 ist kein Eigenwert von D

Lemma 2.35.
Sei D wie oben, dann ist |D| € {21,31}

Beweis.
Falls |D| = 2F fiir ein k € N, so gibt es ein v € V = V(5,2) mit Dv = v, also ist nach
obiger Beobachtung det(D + 1) = 0. Ein Widerspruch.

Sei nun |D| ungerade. Ist D irreduzibel, so ist (D) C End(V) ein Kérper genau dann,
wenn |D| = 31, siehe [JOH, App. II, Bem. I1.7].

Sei also D reduzibel. Nach dem Satz von Maschke [JOH, App. II, Satz I1.5] lasst sich
eine disjunkte Zerlegung von V in D—invariante Réume V = V; & ... @ V,, fiir ein
n € N finden. Fiir alle 1 < i < n gilt stets dim(V;) > 1, da sonst D einen nichttrivialen
Fixpunkt hat. Die einzige Moglichkeit einer solchen Zerlegung ist V. = Vi & V5 mit
dim(V;) = 2 und dim(V3) = 3. Da D irreduzibel auf V;, V5 ist, hat die Einschrdnkung
auf V] die Ordnung 3, diejenige auf V5 die Ordnung 7. Daraus folgt |D| = 21

Angenommen |D| = 2k fur ein k£ € N, dann ist D := D" eine Involution. Sei v :=
w-(D+1) € Im(D+1), dann gilt

v-(D+1)=w-(D+1)>=w-(D*+1) =0.

Daraus folgt Im(D+1) C ker(D+1) und somit kénnen folgende Moglichkeiten auftreten:
1. Fall: dim(Im(D + 1)) = 1 und dim(ker(D + 1)) = 4:

Dann ist Im(D + 1) ein D—Modul der Dimension 1, womit D einen nicht-trivialen
Fixpunkt besitzt.

2. Fall: dim(Im(D + 1)) = 2 und dim(ker(D + 1)) = 3:

Sei 1 # U = D? mit s € N der 2—Anteil von D. Dann wird ker(D + 1) unter D fix
gelassen und somit auch Im(D +1). Wiederum nach dem Satz von Maschke existiert ein
1—dimensionaler, U —invarianter Teilraum Y mit Y @Im(D+1) = ker(D+1). Falls nun U
trivial auf ker(D +1) operiert, so induziert D auf ker(D+1) ein Element von 2—Potenz-
Ordnung, das heifit es existiert ein nicht-trivialer Fixpunkt von D. Falls U nichttrivial
operiert, induziert U auf Im(D + 1) ein Element der Ordnung 3 und Cra(pin)(U) =Y.
Dann ist Y somit D—invariant, es existiert also wieder ein nicht-trivialer Fixpunkt. [
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2.7. Kollineationsgruppe der Ordnung 4

Bemerkung 2.36.
Da D irreduzibel ist, kann man ohne Einschrankung D auf Normalform bringen. Nach
dem obigen Lemma gibt es die folgenden Wahlen fiir D:

Mit |D;| = 31 und |Ds| = 21. Analog zu Bemerkung sind die Potenzen ky =
{1,3,5,7,11,15} von Dy, sowie ko = {1,3,5,7,9} von D, zu betrachten.

Folgerung 2.37.
Fine Spread-Menge mit Automorphismengruppe der Ordnung 4 hat die Form:

7
S = {155, D,D + 155} U J{T;, T: + 1,7, + D, T, + D + 1},

=1

wobet T; € GL(5,2).
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2. Die Translationsebenen der Ordnung 32

2.7.2. Praktische Durchfiihrung

Die durch D; und deren Potenzen induzierten 4—Spread-Mengen Topfe lassen sich nicht
so allgemein wie in Folgerung angeben, sondern werden fiir jede Wahl durch folgen-
den Algorithmus erzeugt:

Algorithmus 13 Reprasentantensystem der 4—Spread-Mengen Topfe
Eingabe: Matrix D
Ausgabe: Reprasentantensystem R der ersten Matrixzeilen
Initialisierung: e ;== {v | v € V(5,2) N~ {0}}, R:=0, w := (1,0,0,0,0)
while Size(e) >0 do
Fiige e[1] zu R hinzu
B :=[e[l],e[1] + D[1],e[1] + w, e[1] + D[1] + w]
Setze e := e\ B
end while
Ausgabe R

Ergebnis:

Es befinden sich etwa 8000 Matrizen in jedem der 4—Spread-Mengen Topfe. Aus diesen
werden durch sukzessiven Aufbau 126 nicht-desarguesche Spread-Mengen erstellt von
denen nach dem Aquivalenztest noch 5 nicht-isomorphe Spread-Mengen verbleiben.

Resultat:
Es handelt sich um die in Kapitel [5| beschriebenen Halbkorperebenen Ts, Tg, T7, Tg und
Ty.
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3. Symplektische Spread-Mengen

Ziel dieses Kapitels ist es zu zeigen, dass es bis auf Aquivalenz zwei nicht-desarguesche
Translationsebenen gibt, deren Spread-Menge aus symmetrischen Matrizen besteht.

3.1. Theoretische Vorbereitung der Computersuche

Motivation:

Symplektische Faserungen (und Spread-Mengen) sind eng verwandt mit den von Kan-
tor untersuchten orthogonalen Faserungen (und Spread-Mengen), daher unterziehen wir
diesen Fall einer genaueren Betrachtung. Fiir Details siehe [KAN] oder [DEM, Kap. 12,
S. 120-124].

Bemerkung 3.1.
Seien W ein Vektorraum tiber einem Korper K und w,w’ € W sowie

B:WxW—=K, (wuw)— fww)

eine Bilinearform. Zur Erinnerung: Eine Bilinearform heif3t
o nicht-entartet, falls fir alle w € W ~ {0} ein w’ € W existiert mit f(w,w’) # 0
o alternierend, falls f(w,w) = 0 fir alle w € W

o symmetrisch, falls f(w,w") = f(w', w) fur alle w,w" € W

Definition 3.2.
Seien W und (8 wie oben

1. 8 heilt symplektische Form, falls g eine nicht-entartete alternierende Bilinear-
form ist

2. W zusammen mit [ ist ein symplektischer Raum

3. Eine Faserung & heifit symplektisch, falls fiir alle Fasern X € & gilt: X ist
isotrop, das heifit 5(z,y) = 0 fir alle z,y € X

4. Die Menge Sp(W) ={T € GL(W) | p(wT,w'T) = f(w,w") mit w,w’ € W} ist
eine Untergruppe von G L(W) und heifit symplektische Gruppe auf W beziiglich
B. Ist K = GF(q) und dim(W) = 2m, so schreibt man auch Spy,,(q) fur Sp(WW).

5. Sei (W, B) ein symplektischer Raum. Ein Paar {w;,ws} C W mit f(w;, ws) = 1
heifit ein hyperbolisches Paar. Vergleiche [HUP, Kap II, Def. 9.5, S. 217].

6. Ein zweidimensionaler symplektischer Raum, der von einem hyperbolischen Paar
erzeugt wird heiflt eine hyperbolische Ebene.

7. Seien W ein 2n—dimensionaler symplektischer Raum und 8 wie oben. Eine Menge
{v1,...,vp,wq,...,w,} heifit symplektische Basis von W falls firalle1 <i <n
gilt B(v;, w;) = &;; und H; := (v;, w;) eine hyperbolische Ebene ist.
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3. Symplektische Spread-Mengen

Bemerkung 3.3.
o Sps(2) = Sym(6), siche [HUP, Kap. II, Satz 9.21, S. 227].

« Sei (3 eine alternierende Bilinearform iiber K. Ist char(K) = 2, so ist  offenbar
auch symmetrisch, denn fir z,y € W gilt:

Bz +y,x+y) = Bx,z) +p(x,y) + By, z) + By, y)

=0 =0 =0

char(K)=2

:>5($7y):—ﬁ<y,l‘) = B(yal‘)

Lemma 3.4.

Sei & eine symplektische Faserung tber dem symplektischen Raum W der Dimension
2m, dann wird & bei geeigneter Koordinatisierung durch eine Spread-Menge symmetri-
scher m x m-Matrizen reprdsentiert.

Beweis.

Seien X,Y € & zwei Fasern. Nach Voraussetzung sind alle Fasern isotrop. Es kénnen
Basen Bx = {vi,...,v,} und By = {wy,...,w,} mit B(v;, w;) = §;; gewahlt werden,
denn:

Angenommen 0 # z € X, dann existiert ein y € Y mit f(x,y) # 0. Andernfalls ist
B(x,y) =0 fur alle y € Y und damit Y & (z) isotrop. Damit ist X L (x) LY und folglich
(x) € Rad(p) = 0. Ein Widerspruch.

Also existiert ein y € Y mit f(x,y) # 0 und 0.B.d.A. (nach Skalarmultiplikation) sogar

mit f(z,y) = 1.

Schreibe X und Y nun als X = (z) ® (X N (z,y)1), Y = (y) & (Y N {z,y)'), mit
dim({x,y)*) = m — 1. Induktion nach der Dimension auf (x,y)* angewendet liefert
schlieBlich die symplektische Basis {v1, ..., vy, wy, ..., wy}.

Identifiziere nun X mit V(0) und Y mit V(00). Setze & = {V(c0)} U{V(T) | T € S},
dann ist

B((vi,0), (0,wy)) = d;; = B((0,w;), (v3,0)) = —dy;
Sei T' = (t;;) fur alle T € S. Da V(T') isotrop ist, folgt:

0 = B((vk, wiT), (v, w,T) (v, Ztlmwz (i, Ztl]w]

:6((Uk70>a(wl7 +B 0, Ztkzzwz O Ztlgw] +B Uk, 0 Ztl]w] )

7j=1

=0

=0 =tk
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3.1. Theoretische Vorbereitung der Computersuche

+ B((0, > trwy), (v1,0)) = ty, — th
i1

=—1p

Es ist also jede Matrix T € S gleich ihrer Transponierten 7% und damit symmetrisch. [J

Lemma 3.5.
Sei V' ein m-dimensionaler Vektorraum tiber GF(2) mit nicht-entarteter symmetrischer
Bilinearform . Dann gilt eine der folgenden Aussagen:

1. Es ist m = 2d und die Form ist symplektisch.

2. Esistm=2dundV = Z&®Z*, so dass Z symplektisch ist. Z+ hat die Dimension
2 und besitzt eine Orthonormalbasis.

3. Esistm =2d+1 undV = Z @ Z*, so dass Z symplektisch ist und Z+ die
Dimension 1 hat.

Beweis.
Wir wissen nach [HUP, Kap II, Satz 9.6a, S. 217], dass eine Zerlegung V = Vj @ V;
existiert mit V; symplektisch und V5t = V; besitzt eine Orthonormalbasis {vy, ..., v;}.

Angenommen k > 3. Setze u; = vy + vy, uy = vy + v3. Dann gilt B(u;,u;) = 0 fir
i = 1,2 und B(uy,uy) = 1. Setze H = (uy,uz). Dann ist H eine hyperbolische Ebene.
Setze Vj = Vo @ H und V/ sei das orthogonale Komplement von H in V. Dann ist Vj
symplektisch und V/ = Vj*.

Induktion liefert die Behauptung. m

Bemerkung 3.6.
Sei V' der 5-dimensionale Vektorraum tiber GF'(2). Bezeichne

A
1 1
J°:1...’J:< J0>‘

1.

Offenbar ist Jy die Gramsche Matrix einer symplektischen Form auf V' (4,2). Daher gilt
fir die symplektische Gruppe auf V (4, 2):

Sp4(2) = {NO € GL(4, 2) | NSJQNO = Jg}

Sei C' € GL(5,2) symmetrisch. Dann definiert C' via (z,y) = xCy" eine symmetrische
Bilinearform. Nach Lemma existiert nun eine Matrix (genauer eine Basistransforma-
tionsmatrix) N € GL(5,2) mit der Eigenschaft, dass N*CN = J.
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3. Symplektische Spread-Mengen

Des Weiteren kénnen wir eine Untergruppe der GL(5,2) erzeugen, deren Elemente via
der natiirlichen Operation die Gram-Matrix J invariant lassen und die eingeschréankt auf
V' (4,2) isomorph zur symplektischen Gruppe Sp,(2), also der Isomorphiegruppe der zu
J gehorigen Bilinearform 3 ist. [Sp4(2)] = |@Q|, wobei

Definition 3.7.
Es seien J wie oben, & eine symplektische Faserung mit drei Fasern X,Y, Z, wobei die
Basen von X und Y so gewahlt sind, dass die folgenden beiden Aussagen zutreffen:

a) Die assoziierte Spread-Menge S besteht aus symmetrischen Matrizen

b) Die Faser V(0) reprasentiert X, die Faser V' (oo) représentiert Y und V' (J) repré-
sentiert Z.

Dann nennen wir S eine normierte symmetrische Spread-Menge beziiglich des
Referenztripels (X, Y, Z).

Bemerkung 3.8.
Eine normierte symmetrische Spread-Menge ist im Allgemeinen, aufgrund der vorhan-
denen Freiheit in den Basiswahlen (von X und Y'), nicht eindeutig bestimmt.

Bemerkung 3.9.
(Umkoordinatisieren von normierten symmetrischen Spread-Mengen)

Sei S eine normierte Spread-Menge der Faserung & tiber V' beziiglich des Referenztripels
(X,Y,Z) mit X,Y,Z € &. Definiere weiterhin J wie oben, N € GL(5,2) und

On = (Nt)il 0 _ 15><5 J o 0 15><5
NELU o N TTL0 1hs) T T s O
a) Sei V(T) = 27" € &~ {X,Y,Z}. Wahle N € GL(5,2) so, dass N'T'N = J. Dann
ist X = Xdy, Y =Yy und S’ = N'SN ist die normierte symmetrische Spread-
Menge beztiglich (XY, 7).
Bezeichne diese Operation mit opy : S — N'SN (Vergleiche mit Definition .
b) Aus der Rechnung V(0);, = V(J), V(J)r; = V(0), V(co)r; = V(o0) folgt,
dass S + J eine normierte symmetrische Spread-Menge beziiglich des Referenztri-
pels (Z,Y, X) ist.
Bezeichne diese Operation mit op; : S+— S+ J.
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c) Aus V(0)7 = V(c0), V(oco)T =V (0), V(T)={(vT " v)|veV}und J=J!
folgt, dass S™' = {T~' | T € S~.0}UOD eine normierte symmetrische Spread-Menge
beziiglich des Referenztripels (Y, X, Z) ist.

Bezeichne diese Operation mit op, : S+ S71.

Algorithmus 14 Koordinatisierung symplektischer Spread-Mengen, kurz KOORD gy,

Eingabe: Normierte symmetrische Spread-Menge beztiglich (00,0, J), Koordinaten
a,b € {00,0,J,....}

Ausgabe: Symmetrische Spread-Menge beziiglich (a, b, X') mit (X)) € l,. Zum anschlie-
Benden normieren dieser Spread-Menge kann die Operation opy verwendet werden,
siche Algorithmus [18]
if a =00, b =0 then

S’ =S, T = Laimw)
end if
if a =0, b =00 then

y a1 (0 1
o5 (0 )

end if
if a = 00, b > 0 then

S’ =S+ 8], T = (1 SM)

0 1
end if
if a >0, b =0 then

S’ = (S~ +S[a]) ", T:( L ‘D)

end if
if a=0,b >0 then

S = (S S, T = ( 1 ‘D>

end if
if a >0, b =00 then

S’ = (S+S[a)~, T = (Sl[la] 1)

end if
if a>0,b>0 then

S’ = ((S+S[b)"' +8S[a))”", T = (
end if

Ebenso wie im Fall der Spread-Mengen nicht-symmetrischer Matrizen wollen wir im
Folgenden einen Test vorstellen, der es uns erlaubt (partielle) symmetrische Spread-
Mengen auf Aquivalenz zu untersuchen. Dazu konstruieren wir aus den Spread-Mengen
jeweils einen Graphen, die wir dann auf Isomorphie untersuchen.
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Definition 3.10.
Sei t € GL(V) eine symmetrische Matrix, dann heifit

e a(t) die Achse von t, wobei V 3 v € a(t) < vtv' = 0, also die Menge der isotropen
Vektoren

o ¢(t) das Zentrum von ¢, wobei V' 3 v € ¢(t) < vtw' = 0 mit w € a(t)

Die Konstruktion des gerichteten Graphen zu einer gegebenen Spread-Menge erfolgt
durch folgende Inzidenzvorschrift:

Definition 3.11.

Sei S = {t1,...,t,} eine partielle Spread-Menge symmetrischer Matrizen in GL(5,2).

Dann sind

1, c(tj) € a(t;)

0, c(t;) ¢ alti)

o S = (s;;) die symmetrische Adjazenzmatrix, wobei s;; = 1 genau dann, wenn
dij = dji = 1.

o Fasse S als Adjazenzmatrix eines Graphen mit der Eckenmenge {1,...,m} auf.
Der ij—te Eintrag der Pfad-2-Matrix Q = (¢;) = S? gibt die Anzahl der (un-
gerichteten) Pfade der Lénge 2 von i nach j an. Die Multimenge {q;1, - . ., @im } ist
der so genannte Pfad-2-Typ von ;.

e D = (d;;) die Inzidenzmatrix, wobei d;; = {

Lemma 3.12.
Seien A € GL(5,2) und S wie oben mit ASA* = S. Dann gilt:

1. Firte Sist a(AtA") = a(t)A™" und c(AtA") = c(t)A™?
2. Firt e S haben t und AtA' den gleichen Pfad-2-Typ

Beweis.
Zu 1: Seien v,w € GF(2)° dann ist:

v € a(AtA") & vAtAY =0 & vA € alt) & v €alt)A™!
AuBerdem folgt aus der Definition von Zentrum und Achse von ¢, dass v(AtA?)(zA™1)! =

(vA)tz" = 0 fur alle z € a(t) und damit die Behauptung.

Zu 2: Sei (i, k, j) ein Pfad der Lénge 2 von ¢ nach j. Dann ist ¢(t;), c(t;) € a(ty) und
c(ty) € a(t;) Na(ty). Seien At; A" =: t;r, At;A" =: t; und Aty A" =: t, dann folgt aus
Teil 1:

c(ty) = c(t) AT c(ty) = c(t;))A™" € a(ty) A" = a(ty)
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Algorithmus 15 Achse und Zentrum von Matrizen, Normierung

Eingabe: Matrix A € GL(V)

Ausgabe: D :=[T,a(A),c(A)], wobei T' Transformationsmatrix mit T*AT = J
Initialisierung: a(A) := 0, ¢(A) =0, T :=0
for z in V do

Teste, ob z isotrop, d.h. ob (x - A) - x = 0 und falls ja fiige x zu a(A) hinzu

end for
Setze B := |
for jin [1..Si

end for

Definiere die hyperbolische Ebene H := {v € a(A) | (B[1]-A)-v =0 und (B[3]-A)-v =
0} und setze B[2] := H|[1], B[4] :== H[2].

c:={w € GF(2)° ~a(A) | (Blk]-A)-v =0firl <k < 4} ist die Menge aller
anisotropen Vektoren, die senkrecht auf den isotropen Vektoren der Basis stehen

C(A) = 1], T = (C(g‘)), D = [T, a(A), c(A)]

Ausgabe D

ebenso wie die zweite Inklusion. Also ist (', k'j") ebenfalls ein Pfad der Lange 2 von i
nach j. O]

Definition 3.13.
Fir m € Nt setze [m] = {1,2,...,m}. Eine Abbildung p : [m] — [m] heifit Partition.

Bemerkung 3.14.
Klar ist, dass [m] = p~}(1)U...Up~(m), das heiit (p~*(1),...,p~(m)) ist eine Partition
im iiblichen Sinn. Konventionsweise sei Im(p) = [k] fiir ein k < m.

Definition 3.15.

Sei G = (V, E) ein Graph mit Kantenmenge F, Eckenmenge V' = [n] und p : [n] — [n]
eine Partition. Des Weiteren sei V(i) = p~'(i). Fiir v € V definiere den i-ten Relativ-
grad d; beziiglich p als d;(v) = [{w € V(i) | w ~ v}|. Setze d(v) = (d1(v),...,d,(v)).

Bemerkung 3.16. Ezkurs dber naives Labelling (vgl. [COR))
Es seien p : [n] — [n] eine Partition und V(i) = p~'(7). Ordne die Menge L(i) =
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3. Symplektische Spread-Mengen

{d(v) | v € V (i)} lexikographisch. Definiere eine Partition von V(i) = V (i), U... LV (i)
gemdf der Label-Menge L(i) via

v,w € V(i) <= d(v) = d(w)
Resultat: Man erhélt eine neue Partition p’ : [n] — [n], die feiner ist als p, das heifit

P (v) =p'(w) = p(v) = p(w)

Dieser Schritt wird nun mit p’ anstelle von p so lange iteriert, bis eine stabile Partition
auftritt das heifit p’ = p gilt.

Anwendung: Sei p eine Partition mit der Eigenschaft p(v) = p(v®), fiir jedes a € Aut(G),
v € [n]. Sei p’ die Verfeinerung von p, dann gilt auch p'(v) = p'(v®) fiir alle @ € Aut(G),
v € [n]. Ist ndmlich v € p~1(i),w € p~'(j) und v ~ w, so ist v* € p~1(z),w* € p~1(j)
und v ~ w*.

Fazit: Seien p’ die Partition, die aus p durch naives Labelling entsteht und « € Aut(G),
so gilt p'(v*) = p/(v). Gilt insbesondere p'~1(i) = {v}, so muss v Fixpunkt des Automor-
phismus sein. Mit anderen Worten das Labelling liefert Einschrénkungen fiir die Gestalt
moglicher Automorphismen. Mit offensichtlichen Anpassungen kann ein Labelling auch
zur Konstruktion von Isomorphismen verwendet werden.

Algorithmus 16 Naives Labelling
Eingabe: Graph G = (V, E), mit |V| =n
Ausgabe: Stabiles Labelling
Initialisierung: p: V — {1} und d(v) =Grad von v € V
1) Definiere das Label von v € [n] als [(v) = (p(v),d;(v), ..., dk(v))
2) Ordne die Menge £ = {l(v) | v € [n]} lexikographisch. Sei |£| = k'
3) Definiere p’ : [n] — [K/] durch p/(v) =4, falls [(v) = I; fir £={l1,..., 1k}
4) Tteriere die Schritte 1) bis 3) mit p’ anstelle von p so lange bis p’ = p
while |(p/)~*(m)| > 1 fiir ein m € [n] do
Verfeinere (p')~!(m) kiinstlich durch ein ausgezeichnetes Element 7 und sein Kom-
plement
Definiere das Label [(w) von w € (p')~'(m) ~ {f} und iteriere die Schritte 1) bis
4)
end while
Ausgabe p’

Bemerkung 3.17.

In Schritt 1) von Algorithmus (16| ist es wichtig, die Partition p(v) in das Label zu
integrieren, um sicherzugehen, dass es sich wirklich um eine Verfeinerung der Partition
handelt und nicht um eine Neuordnung.

Die letzte Schleife stellt in offensichtlicher Weise sicher, dass es sich bei der Ausgabe p/
um eine Permutation handelt.

62



3.2. Praktische Durchfiihrung

3.2. Praktische Durchfiihrung

1. Schritt: Erzeugen der symplektischen Gruppe

Erzeuge @) aus Bemerkung [3.6] Bezeichne mit @,, den Stabilisator von
w e V(5,2).

2. Schritt: Einteilen der symmetrischen Matrizen in Topfe

. U Uy Vs Uy
1. Bilde die Menge R := . vy vs v vr || (vg,...,v10) € V(10,2)

Vs Vg Vg Vg

Vg V7 Vg V10
2. Fir alle v € V(5,2) \ {0} setze Pot(v) = () und erweitere die symmetrischen 5 X 5-

Matrizen aus R um die erste Zeile (beziehungsweise Spalte) mit den Eintragen von
v und fiige sie zu Pot(v) hinzu, falls die Determinante # 0 ist.

Ergebnis: 30 Topfe mit je 448 symmetrischen, invertierbaren Matrizen.

3. Schritt: Erstellen der Startermengen der Grofie 3

Nach Definition ist J in jeder normierten symmetrischen Spread-Menge enthalten,
daher bildet J eine Startermenge der Grofe 1.

Wir reduzieren alle Topfe tiber den Spread-Mengen-Test aus Algorithmus [2] und erhalten
in jedem der 30 Topfe 192 symmetrische Matrizen.

Fiir einen beliebigen Topf, in unserem Falle Pot(v;) mit v; = (0,0,0,0, 1) bilde @,, und
finde eine Uberdeckung von Pot(v;) mit Bahnen der Form {Q,,[i]' - P; - Qu,[i] | 1 <i <
Size(Qy,)} wobei P; € Pot(vy), da J unter dieser Operation invariant gelassen wird.

Rechnung zeigt: Es gibt vier solcher P; und damit vier Startermengen der Grofle 2 der
Form {J, P;} wobei 1 < j < 4.

Es folgt eine erneute Reduktion der Topfe nach jeder dieser 2-Startermengen. Dies fithrt
zu einer Méchtigkeit von 80 Matrizen pro Topf. Die Matrizen eines weiteren beliebigen
Topfes etwa Pot(vy) mit vy = (0,0,0,1,0) werden mit den vier 2-Startermengen zu
Startermengen der Grofle 3 verbunden.

Resultat: 320 Startermengen der Grofe 3.

4. Schritt: Ergianzung der 3-Startermengen zu Spread-Mengen

Definition 3.18.
Sei G = (V, E) ein Graph, C eine Teilmenge der Knotenmege V.

a) Man nennt C' eine Clique von G, falls fiir alle Knotenpaare ¢y, co € C' eine Kante
in GG existiert, die ¢; mit ¢y verbindet
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b) Sei r > 2. Dann heifit G r-partit, falls eine Partition von V' in r Teile existiert, so
dass die Endknoten jeder Kante von G in verschiedenen Partitionsklassen liegen,
vergleiche [DIE, Kap. 0.6, S.15]. Ist r nicht bekannt oder redundant, so sprechen
wir von einem multipartiten Graphen.

Zum Erstellen samtlicher m—Cliquen eines Graphen, dessen Teile unsere oben konstru-
ierten Topfe sind, wenden wir Algorithmus[17]an. Dabei wird eine Zeiger z uns anzeigen,
an welchem Ort des Graphen wir suchen und ein Level [ gibt an, in welchem Iterations-
schritt wir uns befinden.

Es ist leicht einzusehen, dass der Algorithmus das gewiinschte Ergebnis liefert. Dies sind
in unserem Fall 4652 Spread-Mengen, von denen zwei desarguesch sind.
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Algorithmus 17 Erstellen von m—Cliquen, kurz M PG
Eingabe: m—partiter Graph G und dessen Adjazenzmatrix A
Ausgabe: Samtliche m—Cliquen

m—1

Initialisierung: M = [[Size(Pot(1)),..., Size(Pot(m))],[0,...,0],...,[0,...,0]], die
GroBe der Topfe in jedem Level, N := [[Pot(1),..., Pot(m)],[0,...,0],...,[0,...,0],
die Cliquen in jedem Level, z :=[1,...,1], Level [ := 1, f :=false, w :=true, C' := ().
while f =false do
jgi=10+1
while j < m und w =true do
for kin [1..M[l][j]] do

it A[N[=0] [N[[7][F] = 1 then
Fiige N[I|[][k] zu N[l + 1][j] hinzu.
end if
end for
Setze M|l + 1][j] := Size(N[l + 1][j]) und w := Ml + 1][j] > 0
J=7+1
end while

if w =true then
if ] =m —1 then
c:=10
for i in [1.m — 1] do
Fiige NJi|[i][z[i]] zu ¢ hinzu.
end for
for ¢ in [1..M[m][m] do
Fiige ¢ U N[m|[m][i] zu C hinzu.
end for
else if [ < m — 1 then
l:=10+1
end if
else if w =false then
Setze z[l] ;== z[l] + 1 und z[z] ;=1 fur alle [+ 1 <z < m.
while z[l] > M[l][l] und [ > 1 do
Setze z[l] :=1,1:=1—1und z[l] := z[[] + 1.
end while
if =1 und 2[1] > M[1][1] then
f i=true
else if [ > 1 oder z[1] < M|[1][1] then
w =true
end if
end if
end while
Ausgabe C
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5. Schritt: Test auf Aquivalenz

Algorithmus 18 Aquivalenz von symmetrischen Spread-Mengen, kurz EQU IV,

Eingabe: Zwei symmetrische Spread-Mengen S und S’, Gruppe )
Ausgabe: ,true“ falls S dquivalent zu S’, ,false“ falls nicht.
0) Initialisierung: w :=false
for i in [1..Size(S)] do
Normiere S[i] mit Algorithmus|15{und erhalte die Achse a(t;) und das Zentrum c(¢;)
end for
1) Bilde die Inzidenzmatrix, sowie die dazugehorige symmetrische Adjazenzmatrix
und damit den Pfad-2-Typ aller t; € S
Bestimme auf dieselbe Weise den Pfad-2-Typ aller ¢, € S’ (siehe Definition
if Die Grofle beider Pfad-2-Typen stimmt iiberein then
2) Fiihre fiir die Graphen G und G’, definiert durch die Inzidenzmatrizen, das naive
Labelling aus Algorithmus [16| durch und erhalte zwei Permutationen P und P’
3) Finde m,m’ mit Plm] = 1 und P'[m/] = 1 sowie N, N’ aus Schritt 0) mit
N-S[m]-Nt=J = N'-S’[m/]-(N')". Setze S := N-S- N sowie S*:= N'- S’ (N')!
4) Finde n und n’ mit P[n] = 2 und P'[n'] =2
if S[n][1][1] = S’[#/][1][1] := a then
5) Finde zwei Matrizen R, R' € @ mit S[n][1] - R = (a,0,0,0,1) = S’[»/][1] - R’
und setze S:=R-S-R'und S’ := R'-S’- (R')!
Setze k=1, Qy := Qu.000.1
while k£ < Size(Q,) und w =false do
6) S” = (Qv[k])t -5 Qv[k]
w:=8"=8
end while
end if
end if
Ausgabe w

Lemma 3.19.
Lautet die Ausgabe von Algorithmus |18 ,true®, so sind die beiden Ebenen dquivalent.

Beweis.

In Schritt 1) werden wie oben beschrieben die durch die Spread-Mengen S und S’ indu-
zierten Graphen erstellt. Das Problem der Aquivalenz der Spread-Mengen wird also auf
das Problem der Isomorphie zweier Graphen reduziert. Notwendigerweise muss bei zwei
isomorphen Graphen die Grofile der Pfad-2-Typen tibereinstimmen, siehe [COR, Kap.
4).

Wir haben schon gezeigt, dass bei Durchfithrung eines naiven Labellings eine Permuta-
tion wie in Schritt 2) gefordert zustande kommt.

Da die Spread-Mengen durch die vorangegangene Koordinatisierung noch nicht notwen-
digerweise normiert sind, wird in Schritt 8) 0.B.d.A. nach der Transformation, welche
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die 1 in der Permutation reprasentiert, normiert.
Wir wissen, dass fiir alle z € Q, gilt: x - J - 2' = J. Seien

__fa b , [(d Y
T - ( D),T._ ( D,)

zwei Matrizen der normierten Spread-Mengen S und S’, die in den Permutationen durch
die 2 reprasentiert werden. Ein Element in ), hat die Form:

v = (1 X),XEGL(4,2)

Damit S in S’ iiberfiihrt werden kann, muss fir 7" und 7" gelten:

¢ (1 a b\ (1 [ a bX,.i\a'b’_,
x'T”’”_< X>'<c p) \ xt)=\xe xpxt) = \¢ p)=7T

Es muss also a = @’ und bX = b’ gelten. Daher werden in Schritt 5) die beiden Spread-
Mengen auf diese zweite Bedingung normiert.

In Schritt 6) werden schliellich samtliche Transformationen mit Elementen aus @, von
S in S’ getestet. O

Bemerkung 3.20.

Wir haben nicht gezeigt, dass durch den Algorithmus alle Aquivalenzen gefunden
werden konnen, da nicht gesichert ist, dass das naive Labelling aufgrund der kiinstlichen
Verfeinerung eindeutig ist. Da sich jedoch alle Ebenen unter den schwachen Vorausset-
zungen auf zwei reduzieren, ist dies auch nicht notig.

Die Prozedur AUTOM zeigt, dass es sich dabei wirklich um zwei nicht-isomorphe
Spread-Mengen handelt.

Resultat:
Es handelt sich um die in Kapitel [5| beschriebenen Ebenen T4 und T+.
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4. |dentifikation der Ebenen

4.1. Kollineationen der Ordnung 31

Die zwei nicht-desargueschen Translationsebenen Ty und T3 der Ordnung 32, die einen
Automorphismus der Ordnung 31 zulassen gehen aus Transposition der Spread-Mengen
auseinander hervor. Nach [POL, Satz 3.2, S. 5] existieren genau zwei Translationsebe-
nen, die einen Automorphismus der Ordnung 31 zulassen. Demzufolge handelt sich bei
unseren Ebenen um eben diese beiden.

4.2. Kollineationen der Ordnung 11

Bei der nicht-desargueschen Translationsebene T4 der Ordnung 32, die einen Automor-
phismus der Ordnung 11 zuldsst, handelt es sich um die von Prince [PRI, Kap. 4, Beweis
zu Satz 4.1] beschriebene Fahnen-transitive Translationsebene. Es ist zu bemerken, dass
diese Ebene isomorph zu der aus Transposition der Spread-Mengen hervorgehenden Ebe-
ne ist.

4.3. Kollineationen der Ordnung 5

Zwei der sechs Translationsebenen der Ordnung 32, die einen Automorphismus der Ord-
nung 5 zulassen, lassen zusétzlich einen Automorphismus der Ordnung 31 zu, es handelt
sich also um Ty und Ts.

Eine der Ebenen lasst zusétzlich einen Automorphismus der Ordnung 11 zu, ist also
isomorph zu Tjy.

Bei den iibrigen drei Translationsebenen T5, T und T erzeugen die Spread-Mengen bei
geeigneter Koordinatisierung einen Vektorraum der Dimension 5, sind also nach Be-
merkung Halbkorper-Ebenen. Samtliche Halbkorper mit 32 Elementen wurden von
Walker in [WAL] aufgelistet. Somit gehen unsere Ebenen aus den Halbkorpern 111, 1V
und VT hervor, vergleiche [WAL, Abschnitt 3, S. 85]. Des Weiteren sind die Spread-
Mengen aller Halbképer-Ebenen in [SEM] aufgelistet.

4.4. Kollineationsgruppe der Ordnung 4

Bei allen Translationsebenen der Ordnung 32 mit einer Kollineationsgruppe der Ordnung
4 erzeugen die Spread-Mengen einen Vektorraum der Dimension 5, es handelt sich also
um Halbkoérper-Ebenen. Da drei der fiinf Ebenen einen Automorphismus der Ordnung
5 zulassen, wurden sie oben schon beschrieben.
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Folglich sind die iibrigen zwei von uns gefundenen Translationsebenen Tg und Ty aqui-
valent zu den aus den Halbkorpern I und /7 von Walker hervorgehenden Ebenen.

4.5. Symplektische Spread-Mengen

Die beiden Translationsebenen der Ordnung 32, die aus einer symplektischen Spread-

Menge hervorgeht, konnen mit Hilfe der Prozeduren AUT und EQUIV identifiziert
werden mit der Fahnen-transitiven Ebene T, von Prince und der Halbkoérperebene T+.
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5. Die neun Translationsebenen der Ordnung 32
5. Die neun Translationsebenen der Ordnung 32

In diesem Kapitel bezeichne G das Translationskomplement der Ebenen und B,, die
Begleitmatrix der Ordnung m. Wir geben zusammenfassend fiir jede Ebene an:

1. Die Ordnung der Automorphismengruppe
2. Erzeuger des Translationskomplementes bei geeigneter Koordinatisierung
3. Die formale Spread-Menge als Vereinigung von Bahnen

4. Konkrete Reprasentanten der einzelnen Bahnen

Die desarguesche Ebene T,

1. |Aut(T,)| = |PTL(3,32)|

st ([ ) (L))o

wobei N € Ngis2)(Bs1) ~ (Bs1)
3. (1) = {Biy |0<i < 30}

Die Ebenen Ty, T3 mit Automorphismus der Ordnung 31 [POL]
1. [Aut(Ty)| = |Aut(T3)| = 155

rom=((* ) (o)) emi= () ()

1 11 . . 11 .1

11 . 1 111

c=|1 .1 . D= 11 . .|,B=]1 1.
11 . 1 1 . 111

1 .1 11 1 1

3. S(T2) = {B5'SB3; |0 <4 <30}, S(Ty) = {B5/TB3{' | 0 <4 <30}

1 . 1
1 . 1
4. 8 = 1. 1|, T= 1
1.1 1
11 1.1

Die Fahnen-transitive Ebene T, [PRI]
1. |Aut(T,)| = 165
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1 11 . |
1 11 11
1. . .11 . 1.
2.G(1I4):<A,<B5 B5>>,wobeiA::%:i%%ii??%
. 1 1111
11 11 1
1 . 1 . 1 1
1111111
3. 8(Ts) =10 U{BTiB} | 1<) <5)
) 1 101 . 1 1
1 1 .1 11 1 . . .1
4 Tedlt 1 vl
101 1 . . 11
.1 11 11 . 1/ \1 .
1 1\ /1 101 1 .1 .1
1 . . 11 | 11 11 1 1 1 1
111 . 1,11 il 1.
1101 1 11 |
1 1 1/ \1 1 11

Die Halbkorperebenen T5, T4, T; mit Automorphismus der Ordnung 5 [WAL]

1.

|Aut(T5)| = |Aut(Tg)| = [Aut(T;)| = 160
G(T; = <<B5 35) : <B5 §5>> , i=1{5,6,7 und 1 # D; € S(T,).

6 . . 6 S
S(T;) =1UU{B;’R;B} | 1 <j <5}, TgS(Tg) =1UU{B;’S;BL|1<j <5},
=1 i=1

6 . .
S(T;) =1U U{B;'T}Bl | 1< j <5}
=1

. N /. . .11 1.1
1 . 111 11 .1 . o1
Riell1 1 0 1 o1, o111,
1 .1 . 1] 11 .1 1.1
1 11 .1 ) \1 . .
1. 1\ (1 11\ /1.1 .1
11 . 11 111
11 . .1,]. 111,11 .11
1 .11 1] |1 1 101
1 1 .11 1) \11 1
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5. Die neun Translationsebenen der Ordnung 32
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Die iibrigen Halbkorperebenen Tg, Tg [WAL)]

1. |Aut(Tg)| = [Aut(Ty)| = 32

{8,9} und 1 # D; € S(T;)
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)

1 D,
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6. Fraktional-Dimensionale Unterebenen

6. Fraktional-Dimensionale Unterebenen

Definition 6.1.

Sei T(&) eine Translationsebene beziiglich der Faserung & tiber W = V' (2n, p) mit p prim
und sei U = V/(2k,p) ein Unterebene von T(&). Dann existieren Fasern X, ..., X 1,
sodass &y := {XoNU,..., X1 NU} eine Faserung von U ist. Man nennt 7 die frak-
tionale Dimension der Ebene im Bezug auf U.

Bemerkung 6.2.

o In [DIM, Abschnitt 1, S. 463] werden solche Félle untersucht, in denen k { n, die
fraktionale Dimension der Ebene also nicht ganzzahlig ist. Uns interessieren also
solche 1 <k <mn =5 mit ktn und U = V(2k,2) ist eine Unterebene. Mit dem
Satz von Baer folgt in diesem Fall k£ = 2.

o Im Falle der Desargueschen Ebene ist bekannt, dass es keine Unterebenen der
Ordnung 22 gibt, siche [DIM, Abschnitt 1, S. 463].

Beobachtung:
Seien & eine Faserung tiber W und U eine vierdimensinale Unterebene von T(&). Be-
zeichne die Faserung von U mit

Sy ={XNU|X e}

Koordinatisiere so, dass V(00), V(0) € &p. Des Weiteren sei V(T') € &. Bezeichne mit
U(T) :=UnNV(T) den U—Anteil der Faser V(T'). Klar ist, dass

(u,uT) e U(T) cU((0) B U(c0) = u € U(0), uT € U(x0),
wobei V' (0) und V' (o0) jeweils mit dem Vektorraum V' identifiziert werden. Es folgt
U(0)T = U(oo), fiir alle V(T € &

Bei der Wahl der Koordinatisierung ist die Operation des Translationskomplementes auf
L., zu beachten. Es geniigt, nur solche Koordinatisierungen zu betrachten, die durch
diese Operation nicht ineinander tiberfithrt werden kénnen.

Es ist also hinreichend bei einer gegebenen Koordinatisierung alle zweidimensionalen
Unterrdume U sowie alle Tripel {11, T3, T3} € S zu durchlaufen und zu testen, ob

UTl :UTQZ(jTg

gilt fir &, = {U(0),U(c0),U(T1),U(Ty),U(T5s)}. Siehe den folgenden Algorithmus.
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Algorithmus 19 Existenz einer fraktional-dimensionalen Unterebene
Eingabe: Spread-Menge S mit gegebener Koordinatisierung, wobei T(&) = T(S)
Ausgabe: ,true“, falls bei dieser Koordinatisierung eine Unterebene der Ordnung 4
existiert, ,false“, falls nicht.
Initialisierung: U := (), w :=false, £ := {v | v € GF(2)° \ {0} }.
Schritt 1: Erstellen der 2—dimensionalen Unterrdume
for i in [1..Size(E)-1] do
for j in [i41..Size(E)] do
w:= {Eli], E[j], Eli] + E[j]} ein 2—dimensionaler Unterraum
Fiige u zu U hinzu

end for
end for
Schritt 2: Test auf hinreichende Bedingung
1:=1
while i < Size(U) und w =false do
j=1
while j < Size(S) — 2 und w =false do
k:=7+1
while k& < Size(S) — 1 und w =false do
l:=k+1

while [ < Size(S) und w =false do
U, .= Uli| - Slj], Uy, := U[d] - S[k], U; := UJq] - S[{]
if Uj = Uk = Ul then
w =true
end if
l:=14+1
end while
k=k+1
end while
j=7+1
end while
1:=14+1
end while
Ausgabe w
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6. Fraktional-Dimensionale Unterebenen

Ergebnis:
Insgesamt gibt es 155 der 2—dimensionalen Unterraume, die pro Koordinatisierung mit

<331> Matrix-Tripeln zu priifen sind. Folgende Tabelle war das Ergebnis unserer Rechnung;:

’ Ebene ‘ Besitzt Unterebene der Ordnung 4 ‘ Koordinatisierung ‘

Ty Nein —

Ty Ja (1,2, 0)
T, Ja (1,2, 00)
T, Ja (0,0,1)
Ts Ja (00,0,1)
Ts Ja (00,0,1)
T Ja (00,0,1)
Ts Ja (00,0,1)
Tg Ja (O0,0, 1)
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